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Vorwort zur ersten Auflage. 


; Die bisher erschienenen Sammlungen von Aufgaben zur Diffe- 
rential- und Integralrechnung enthalten meistens Übungsbeispiele, die 
der Geoinetrie entnommen sind, während sie Beispiele aus der Physik 
nur in geringem Maße, solche aus. der Technik fast gar nicht berück- 
sichtigen. Die Bücher von A. Fuhrmann, die den „Anwendungen der 
_ Infinitesimalrechnung in den Naturwissenschaften, im Hochbau und 
- in der Technik“ gewidmet sind, behandeln allerdings zahlreiche natur- 
_ wissenschaftliche und technische Aufgaben, aber die einzelnen Teile 
- dieses Werkes haben weit mehr den Charakter eines Lehrbuches als 
den einer Aufgabensammlung. Übrigens ist das Buch unvollendet 
geblieben, denn die Anwendungen der Infinitesimalrechnung auf 
* Maschinenbau sind nicht erschienen. Auch das ausgezeichnete Werk 
von John Perry, „The ealeulus for engineers“, das durch die Herren 
Fricke und Süchting eine vortreffliche deutsche Bearbeitung ge- 
5 funden hat, ist in erster Linie ein den Anwendungen der Infinitesimal- 
“rechnung in der Technik gewidmetes Lehrbuch. Ähnliches gilt von 
-J. W. Mellor „Higher mathematies for students of chemistry and 
physies“, ein Buch, das übrigens, wie schon der Titel zeigt, fast nur 
die Naturwissenschaften berücksichtigt. 

Es schien mir ein Buch zu fehlen, das nur Aufgabensammlung 
“ zein will und Beispiele enthält, die der Geometrie, den Naturwissen- 
= schaften und der Technik entnommen sind. Die vorliegende Schrift 
m ein ı Versuch sein BBEBaR Mangel abzuhelfen. Ich habe mich bei 


< ‚ entgegenbringen wird, zumal diese so gewählt sind, daß ihr Verständnis 
7 keine besonderen Vorkenntnisse erfordert; wo solche wünschenswert 
=. Eu ‚sein schienen, sind die nötigen Brlsterungen gegeben. 
25 Buch enthält nicht nur Aufgaben sondern auch die zuge- 
h KBligen Lösungen und bei den meisten Beispielen — bald mehr, bald 
j ir a* 
Be, 912333 


- “ 


IV Vorwort. 


weniger ausführlich — die zu den Lösungen führenden Erläuterungen. 
Zu Anfang eines jeden Paragraphen findet man die Sätze und Regeln, - 
die in ihm angewandt werden sollen; ihre Beweise sind nicht gegeben, 
denn das Buch will kein Lehrbuch sein. Ich habe erstrebt den 
Forderungen mathematischer Strenge möglichst gerecht zu werden; 
hierbei auf ferner liegende Theorien einzugehen schien mir den 
Zwecken des Buches nicht zu entsprechen. Manche der den Aufgaben 
beigefügten literarischen Bemerkungen sollen in dem Leser den Wunsch 
zum Studium der zitierten Abhandlungen erwecken. | 

Anregungen zu Verbesserungen oder zur Aufnahme weiterer ge- 
eigneter Aufgaben werde ich dankbar entgegennehmen. 

Zum Schluß erfülle ich die angenehme Pflicht meinem verehrten 
Freund und Kollegen, Herrn Professor Dr. @. Scheffers besonderen 
Dank auszusprechen. Mit größter Liebenswürdigkeit und Sorgfalt 
unterzog er sich der Mühe die erste Korrektur des Druckes zu lesen; 
zahlreiche Verbesserungen verdanke ich ihm. | 

Darmstadt, im September 1909. 

F. Dingeldey. 


Vorwort zur zweiten Auflage. 


Nachdem im Herbst des vergangenen Jahres ein anastatischer 
Nachdruck des zweiten Teiles dieser Aufgabensammlung erschienen 
war, ist nun auch der erste Teil vergriffen und eine neue Ausgabe not- 
wendig geworden. Mit Rücksicht auf die weit größere Verteuerung, die 
ein Neusatz des Buches herbeigeführt hätte, konnte sich die Verlags- 
buchhandlung auch jetzt nur zu einem anastatischen Nachdruck ent- 
schließen, bei dem sich aber die in der ersten Ausgabe vorhandenen 
Druckfehler beseitigen ließen. Einige von ihnen teilte mir im Früh 
jahr 1917 Herr Wilhelm Detig mit, damals Regierungsbauführer und 
als verwundeter Kriegsteilnehmer in einem Lazarett zu Breslau befind- 
lich. Ich sage ihm auch an dieser Stelle für seine freundliche Auf- 
merksamkeit besten Dank. 


Darmstadt, im Juli 1921. 
F. Dingeldey. 
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Sg 1. 
Einige allgemeine Regeln. Differentiation der Potenz. 


1. a in endlicher Anzahl » irgend welche Funktionen «,, 
Us, - der unabhängigen Veränderlichen x gegeben und werden 
diese Ru lkkonen der Reihe nach mit beliebigen positiven oder nega- 
tiven Konstanten (Koeffizienten) a,,a,, ... a, multipliziert und als- 
dann addiert, so gilt für die Dieranturlion des so entstehenden 
Aggregates die Regel: Die Summe 


ya + MU: a,u, 


"hat die Ableitung (den Differentialquotienten)?;: 


N ex = am tu +: +a,u,. 
Insbesondere hat also y=af(x) die Ableitung „"=af(z). 
2. Das Produkt y= wv zweier Funktionen « und v hat die Ab- 
leitung: 
y=uv+ vu. 


3. Der Quotient y— — hat die Ableitung 


2 vu — uv 
Wr v2 


4. Ist y eine Funktion von u, etwa y=gp(u), während u vermöge 
u=f(x) von x abhängt, so ist y auch eine Funktion F(x) von x, 
durch Vermittelung von u. Sie hat die Ableitung EU EHEN ler 


 dudz 
anders geschrieben: 


dy ’ ty 
m yW Fo). 

1) Im folgenden wird die Ableitung einer Funktion durch einen der ab- 
hängigen Veränderlichen oder dem Funktionszeichen beigefügten Akzent be- 
zeichnet, und zwar insbesondere dann, wenn nur eine unabhängige Veränder- 
liche auftritt und somit Mehrdeutigkeit ausgeschlossen ist. Eine solche würde 


aber z. B. nicht ausgeschlossen sein bei der unter Nr. 4 betrachteten Abhängig- 


keit; es könnte dort y’ sowohl m) — als auch F’(x) = 


do) dF@) , 
dx 
zeichnen. Zwar würde sich diese ee durch eine besondere Ver- 


abredung über die Bedeutung von y’ vermeiden lassen, doch ziehen wir in allen 


 mehrdeutigen Fällen die den Buchstaben d benutzende oder eine solche 


Dez Piye 
RE er 
RS - 


Schreibweise wie p' (u), F’(x) vor und können dann auf eine besondere Verab- 


zedung verzichten. 


-Dingeldey, Differential- und Integralrechnung. I, 2 Aufl. 1. 


9 $ 1. Allgemeine Regeln. Differentiation der Potenz. 


5. Erweiterung von Regel 4 auf mehrere, z. B. drei die Ab- 


hängigkeit der Größe y von x derart vermittelnde Veränderliche u, v, w, _ 
daß y= gp(u), u=y(v), v= vw), w= f(x), also schließlich „= Fx) 


ist; alsdann hat man 


dy dydu dv dw Be h 
2 = du de du ar "I ML) vw). 1) 


6. Die Ableitung der Potenz y = x", deren Exponent » eine be- 


liebige konstante Zahl bedeutet, ist y = na". 
6a. Die Ableitung einer Konstante a ist Null, — = (0. | 
7. Die für einen Punkt P der Kurve y= a gebildete Ai 


leitung y’ ist bei rechtwinkligen Koordinaten gleich der trigonometri- 
schen "Tangente des Winkels «, den die im Punkte P gezogene geo- 


metrische Tangente der Kurve mit der positwen Richtung der x-Achse 
bilde. Man: kann tg« als Steigung der in P gezogenen Tangente 


bezeichnen; häufig wird diese Größe auch Richtungskonstante, genannt. 
Hinsichtlich der Koordinatenachsen werde bemerkt, daß im folgen- 
den fast ausschließlich rechtwinklige Koordinaten zugrunde gelegt 


sind, und zwar sollen die positiven Richtungen der beiden Achsen so _ 
zueinander gelegen sein, daß man die in positiver Richtung gezogene 


x-Achse in dem der Bewegung eines Uhrzeigers entgegengesetzten 
Sinne drehen muß, um sie auf kürzestem Wege in die in positiver 
Richtung gezogene y- Achse überzuführen. Die x-Achse wird gewöhn- 
lich in horizontaler Lage angenommen. 

Wird eine Kurve im Sting der positiv wachsenden x durchlaufen, 
so nehmen die Ordinsten y zu oder die Kurve steigt, falls y’ positiv 
ist, die Kurve fällt bei negativem Werte von y'. Umgekehrt: Je 
nachdenn die Kurve beim Durchlaufen im Sinne der positiv wachsen- 
den x steigt oder fällt, ist y° positiv oder negativ. 

Ähnliches gilt, wenn die Gleichung einer Kurve in Polar. 
naten, r=f(®), vorliegt. Wird die Kurve im Sinne: de positiv 
| wachsenden Polarwinkel (Amplituden) ® durchlaufen, so ändern sich 

die Radienvektoren in positivem oder negativem Se je nachdem 
r'= f’(#) positiv oder negativ ist. Es wird hierbei für ons Folgende 
die Verabredung getroffen, daß die Polarwinkel von der Achse der 
Polarkoordinaten aus in dem der Bewegung eines urn entgegen- 
gesetzten Sinne wachsen. > 


Beispiele. 
1: Ya N a 
2. y-= =, er: 
DER Yısaı 23 | y-l. 


Ba Ve ED Sa ir Du eh 1 an a FI en A Be BT a 
RAR = A a EB er ER 
’ = ” e x 13 Ay 


\" SF h \ 


Steigung der Tangente eines Kurvenpunktes. 3 
4. 0 y =dIar.. 
dx y=ax+2bx+e, yY=2(ax-+b). 


. Welcher Punkt der Parabel y = x? hat eine Tangente, die mit 
der x- a den- Winkel «= 45° bildet und bei welchem Punkt 
 ıst «= 60°? Mit anderen Worten: An welchen Stellen der Parabel 


y= x ist die Steigung der Tangente gleich 1 bzw. gleich +3? 
rl DZW. 2=+34Y3, Nee 
7. Die gleiche Aufgabe für die kubische Parabel ı - 7 und 
45°. & x 
i=- 2y6, y=-=+2V6, 
wobei die beiden oberen oder auch die beiden unteren Vorzeichen 
zusammengehören. 


8. Die gleiche Aufgabe für die Kurve „= = — 1? + und «=135°. 


1 


re 4. We Pig.]). 
9. In welchen Punkten dieser Kurve ist die Tangente zur x- Achse 
parallel? 


Fig. 2. 


10. Unter welchen Winkeln schneidet die Kurve 

y=-(e—-1N)(2—-2)(e—-5) oder y=-r?—-6x° +11 —6 

die x-Achse? 

N Für den Punkt = 2 ie; «= 135°, für die Punkte =1 und 
Er = 3 ist tg «= 2, & = 63°26’ 6”. Vol. Fig. 2. 

, < 1* 


4 $ 1. Allgemeine Regeln. Differentiation der Potenz, 


11. Welche Bedeutung hat die einem Punkt P der Kurve y= Br 


zugehörige Ableitung 2 y bei schiefwinkligen Koordinaten mit dem Achsen- 


winkel o und. wie drückt sich dann tg« durch y und ® aus, falls 


unter &« der von der Tangente des Punktes P mit der positiven Ruh 


tung der x-Achse gebildete Winkel verstanden wird? 


} sin « | y'sino 
y= - —, woraus tge= - 7 folot, 
sin (0 — «) 1+y coso 


Weitere Beispiele zur Differentiation. 


12. y--, Yy-—: 
o a. ’ an 
13 ME leg 4,77 an +i 
a a REN 
14. IT ea? Nr f*(«) f(®) 
1 y=Ye, N ai 
2Vx 


| 16. Legt man durch den Brennpunkt —4+ p, y=( der Parabel 
a rechtwinklig zur Achse eine Sehne (konstruiert man also den 


sogenannten Parameter der Kurve), so bilden die in den Endpunkten 


dieser Sehne gezogenen Kurventangenten mit der Achse der Parabel 
Winkel von 45° bzw. 135°. 


y=Ypx ergibt y- eye, die Koordinaten der Endpunkte der 


Sehne sind et, y-+Z5- 


Zu differenzieren: 
IT Y — Var, 
18. y— xYr, 
19,4 = a 
x 


20. y= au’ +bYx+cya? ee 
% 


21. y VL, 


22. y= SEE 


ERELRSE 


PER? RER EN ET a Ge er a DT en Er Da er © 
= vr v x j* T 

A N 

£ & 

v 


Differentiation algebraischer Ausdrücke. h) 
24. y-Yax+b ANNE, 
3 REN | 4 2Yax +b 
IV BR Re 
Sy vor * MN) 2 Yaa’t 2b te 
ß RT DE (ax + by Ve: + 2bx + € 
26. y= Yaxi+ 2bx-+c, y- en et 
27. y=(ac+b), y = da(ax +b)". 
28.y49=-(bR—-82+3)", y = 2n(B2r—4)(da0’— 804 3)"' 
3 ‚ — 12% 
29. Be YT ga 


30. Man Elder © 


wenn 9» als Funktion von v durch die Glei- 


n ? 
chung, pv’— ce = definiert ist. 
dp TR 
Dana aien 
31. y= x’(dr—5), y = 2292 —5) 82: —5)°. 
32. y= (30° —5r+T)(4x+3)%, y— (42 +5)? (60.20? — 620469). 
EITHER ‚, 3apz taq—+ 2bp 
3: = \ En RE ER STE 
33. y EREUKea HP; Yy 
ax +b ‚r „ad— be 
» 34. Mm cn td 35 re (ex La)? 


Aus welchem inneren Grunde verschwindet diese Ableitung, falls 
ad—be=O ist? 


35 __ax° +2b2+e ,_ 2{(aß—bea)a? +lay—c)e+by—eß}, 


ax? L2ßxc-+ty’ 47 (e FaßaLy 
By y_ ges+2ad—be 
Vex+d Kor tdYVertd 


37. Unter der Annahme, daß die Formel für die Ableitung einer 
Potenz x” nur für einen positiven Zahlenwert »n als gültig erwiesen 
wäre, beweise man ihre Gültigkeit auch bei negativem n, also für 
n=— m, wo m eine positive Zahl bedeutet. 

Aus y= x" folgt y@® — 1 = 0 und durch Differentiation 


m 
mt 


ymar=! es Yy0" Ex 0, y= Rz 


38. Aus der Formel für die Ableitung des Produktes zweier 
Funktionen bilde man die Formel für die Ableitung des Quotienten 
y=u:v zweier Funktionen « und v. | 
| Aus y=u:v folgt vy—u=0; die Gleichung ist nach & zu 

differenzieren. | 


ni“ 4 lt 


. 


39. Man zeige, daß die in den drei Punkten 2=0, y= 0; 
=+y3, y=—1Y3, «= —V3, y= + 4Y3 gezogenen Tangenten 


6 $ 2. Differentiation der Exponentialfunktion und des Logarithmus, 


der Kurve „= a | einander parallel sind, indem sie mit der x-Achse 
einen Winkel von 45° bilden (Fig. 3). 


40. In welehen Punkten der Kurve 
2 | 
IT atD@- 
verläuft die Tangente zur x-Achse parallel? 


Fig. 3. naten sind 2=- 10, y=-, undı=2,y=}- 
Pe BR | 


41. Aus der bekannten Formel 1 +2 + 2? +-. +0” = 


wo <=+1 sei, leite man durch Differentiation eine neue Formel ab. 


ER ae ee 
a PO 1): (x — 1)? 


c—1 


42. Die soeben abgeleitete Formel multipliziere man mit x und 
differenziere sie alsdann nach x. Es ergibt sich für +1: 
1+ 2254 3224... Ina Pr n’a’— (an” un 

Der Fall x=1, der eine Formel für die Summe der Quadrate 
der n ersten ganzen Zahlen liefert, wird in $ 12, Aufg. 16 erledigt. 

43. Eine gerade Funktion von x ist bekanntlich eine solche, die 
der Gleichung -p(2) = p(—x) genügt, während für eine ungerade 
Funktion die Gleichung p(x) = — Y(— x) besteht. Gerade Funktionen 
sind z. B. y-art b2?, y=cosx, ungerade Funktionen z. B. 
y=aa&°+bxz, y=sinzx. Man zeige, daß die Ableitung einer geraden 
Funktion eine ungerade Funktion, die Ableitung einer ungeraden eine 
gerade Funktion ist. 


Es gibt zwei solche Punkte, ihre Koordi- 


Folgt leicht aus den vorstehenden Gleichungen für p(x) und y(x). 


82. 
Differentiation der Exponentialfunktion 
und des Logarithmus. 


1. Die Exponentialfunktion y= a”, in der a eine positive Zahl 


bedeutet, hat die Ableitung y’=  108@ _ ge.Ina. Hier bezeichnet. 


’loga den liogarithmus von a für die Basis b, Ina den natürlichen 
Logarithmus von a, dem bekanntlich die Basis e = 2,71828.. zu- 
kommt.!) Insbesondere wird y' für y= e” ebenfalls gleich e*, 


1) Unter log x wird im folgenden stets der zur Basis 10 gehörige, also der 


Logarithmische Differentiation. Hyperbolische Funktionen. 7 


2. Die Funktion y = ?log x hat zur Ableitung y' = I bog e; ins- 
| 8 By — I0ge 


besondere hat y= In x die Ableitung y’—= Z. 


3. Wenn sich bei einer Funktion y= f(x) die Ableitung von 
In f(&) leichter bilden läßt als die Ableitung y’ der Funktion, so er- 
hält man y’ am besten mit Hilfe der sogenannten logarithmischen 
Differentiation. Wenn z. B. 
(© — a)" (0 — b)* 
IT era —a) 
gegeben ist, bildet man zunächst 
Iny=«ln(«—a) +ßln(e—-b) - yIn(z—c) —Öln a 


alsdann wird 


woraus sich y sofort nach Multiplikation mit y ergibt. 


Beispiele. 
g? ya, Y—=bar And. 
2. yle, yY=zxe(c+2). 
3. YyLe, y=relc+T). 
4. ve“, VOR 
5, y- ea yY- 2(ax+ DIarEcHeBFrE 
6b. y-4e te’) Cole, Y=3(e — e*)= Sin. 


Die Funktionen $(e”+ e’*) und $(e”— e'*) sind der hyperbolische 
Cosinus bzw. der hyperbolische Sinus von x. Sie werden gewöhnlich 
durch Coj x bzw. Sin.z bezeichnet; die Bezeichnungsweise ((x) und 


- S(x), die der Verfasser in seinen Vorträgen anwendet, dürfte zweck- 


mäßiger sein, da z. B. C(x) eine leichtere Ausdrucksweise (Ü von 2) 
ist als die schwerfällige Wortfolge hyperbolischer Kosinus von x. Diese 
hyperbolischen Funktionen genügen der Gleichung Co’ — Sim’ xr—=1. 
Wie die trigonometrischen Funktionen cost und sin? auf Grund 
der Beziehung cos®’t-+sin’t=1 = u Parameterdarstellung 


—=acost, y=bsint der Ellipse — a = 1 liefern, so geben 


die Gleichungen = t a Colt, y= » Eint t die Parameterdarstellung 


der Hyperbel a — 2 —]. Diese Tatsache war gerade der Grund 


zur Bezeichnungsweise „hyperbolische Funktionen“. Wie. Beispiel 6 
gewöhnliche Logarithmus verstanden, während In x den natürlichen Logarithmus 
bedeuten soll. 

= ; 


8 892. Differentiation der Exponentialfunktion und des Logarithmus. 


zeigt, ist it: —= ©in x; ebeuso hat man n ASt _ = gar x. Vgl. auch 2 
Aufg. 6 und 7, in 813. ER 
7 ER ee 
Ver Vera) 
Br 0, ya. 2°" \zlna-+.a). 
ee | NE 0 
LO ti) yY=na"*:ma 
RR y- a9), y — a/’®d.]Ina- Fi). 
‚ a 
12. Hr; In(ax-+b), KÜe e 
13. vylngs, y--- 
14. -y= (Ing), y= -- (Ina)“-1 
Dr yeckhz, Y=1+lnx 
In ‚, 1—hıx 
16 I , Y BT, 
17, Yy u In (« + Vr+ a), y re er . 
‚ 1 
15. y—In (In), N EEG? 
72a 2a 

19: y=In VEEt-- = ! (Ina) —In@+a), y=- en a = 


20. Wie groß ist die ee der Kurve y= a” in ihrem Schnitt- 

punkt mit der y-Achse? (Fig. 4) | 
tga=Ina; füra=e wird tga«e=|1. 

21. Unter welchem Winkel wird die 

x-Achse von der Kurve y=’log x ge 

Y= 2° schnitten? tg«—= log e; f 

für b= 10 wird « — 28°28”29”, 

für b=e wird «= 45° (vgl. Fig. B). 


i 


Yy 


Fig. 4. 


Logarithmische Differentiation. | 9 
Beispiele zur logarithmischen Differentiation. 


| /ax+b 1 1 
22. Yy= v3, a ny=-,In(ax + b)— — In (ex +d), 


% ad— be /ax+b 


28. y=a%, alsony=xlnz, y-x(l+lna). 


24. y- Vz, also In = — Inz, y en ve Be 
- eh 

< Vz ‚. 272 + In) 

ee: AT Ss | 


26. y=w, wu=go(2),v=Y(r), y=w (= W“+v In «) 


27. Man bilde mit Hilfe der logarithmischen Differentiation die 
Formel für die Ableitung deg Produktes einer beliebigen endlichen 


Anzahl von Funktionen u, v, w,... der Veränderlichen x. 
k w 
YJ-UvWw... y=UVW. (++): 


83. 
Differentiation der trigonometrischen und der zyklo- 
metrischen Funktionen. 


Da Wr d cos & Be 
4. Es ist —--- = cos’, = = —sndE, 
! dx dx 
Big ee dcotw 1 
dx. cosix’ de. sin?) 
daresin® 1 darccosz 1 
dz Via: de vi 0. 
darctg x Be '.  darecotxt 1 
de. 2er EEE es Ye 
. darcsinx 1 2 Be: 
2. Bei -— - = ——— muß die Quadratwurzel positiv oder 
| dx vi- a: 

e : i : h 4k—1 
negativ sein, je nachdem aresinx einem der Intervalle von —,— x 
> 4r +1 2 ’ TE 
bis e x angehört oder einem der Intervalle von -- au ı bis 
ä 
. 4k-+3 


—, 2, wo k stets eine beliebige positive oder negative ganze Zahl, 


"insbesondere auch die Null, bezeichnet. 
Bei a er —__E _ nat die Quadratwurzel im Nenner das 
dx 7 | 
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Plus- oder Minuszeichen zu erhalten, je nachdem der Bogen are cos 
einem der Intervalle von 2kx bis (2k + 1)m= angehört oder einem 
der Intervalle von (2k— 1) bis 2kx, wo k stets eine beliebige 
positive oder negative ganze Zahl, insbesondere auch die Null, be- 
zeichnet. 


Beispiele. 
1. Wie groß ist die Steigung der Kurve y=sinz für r=0, 
el Al AR ‘ ER ed ? Fi 6 
2=g1, 1=4n,0=-30n,2=37,2=3m? (Fig. 6). 


Fig. 6. 


Man findet der Reihe nach die Werte 1, 1Y3, !y2, 1,0, — 1. 

2. Die Gleichung sin (@e +ß)=sin«cosß + cos«sinß nach « 
zu differenzieren. 

cos («+ B) = cosa cos ß — sin« sin ß. 

3. = sın 27, y=2c0s2«. 

4. Ist die Intensität J eines Wechselstromes in ihrer Abhängig- 
keit von der Zeit ? durch J= J, sin wt dargestellt, wo J, die maximale 
Stromstärke, = die Dauer einer Periode bedeutet, und befindet sich 


in dem Stromkreis eine Spule mit Selbstinduktion, so wird in der Spule 


eine elektramotorische Gegenkraft induziert, deren Betrag durch LE 


dargestellt ist, wobei L den Koeffizienten der Selbstinduktion bezeichnet 


und d.J die Änderung der Stromstärke während des Zeitelements dt 


bedeutet. Man bilde den Ausdruck 2 


LE = LoJ, cos ot= LoJ, sın (ot + 5) 


5 1 sin 

IT os’ IT cost 

Gr Ed yY=—=2sinX c08t=sin2«. 
Ta N y sin (2); Yen 2298 Gr) 

8... y=2? 608%, y = 22 cos2 — x" sine. 
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r NR 
ESUCNENT, Yon 
0 a! 
VW. YyagitzAg Vene‘ 
DIE eos, y= e*"(acosbz — bsin br). 
12. Yin sinz, = ct. 
132 2y = In cost, y=-—tgx. 
| RR 
14. y=htge, a Hg 
x PLA ‚ 1 
15. y-lntg E ee IT ros 
16. .a—bcosz ‚  . 2absin® 
IT afbeun! 7 T (atbenmt 
ER y-am-["@Lcosz- In 2 
4 ‚ tg x Ins 
18. y-a®*, y ar 2 Has: 
: 5 
19. re Dr; — DE ee N ee 
y= arc sin Y er 
| | a 
20. y=: gr in, 
y= are cos (£”), Yy a 
ü „ .2arctor 
21. .y= (aretg 2)”, Ve a 
.asinz+bcosz eh — 2ab 
NE ak DSTE TS 


23. Aus welchem inneren Grunde sind die Ableitungen von 
arctg x und are cot x einander entgegengesetzt gleich? 


Die Summe are tg x + arc cot x ist stets konstant, nämlich gleich 
einem ungeraden ganzzahligen Vielfachen von . 
24, Aus welchem inneren Grunde sind die absoluten Werte der 


Ableitungen von y = are cos Nee: und von aretgx einander gleich? 
x 


Aus y=arc cos Tee folgt Dr d.h.tgy= Ex 


1 
Vier 
und y=Ttarctge. 

25. Ein Lichtstrahl, der aus einem Medium in ein anderes über- 
geht, wird bekanntlich nach dem Brechungsgesetz von Snellius 
so abgelenkt, daß der gebrochene Strahl mit dem einfallenden und 
dem Einfallslot in derselben Ebene liegt. Ferner stehen nach diesem 
- Gesetz die Winkel $ und e, die die genannten Strahlen mit dem 
- Einfallslot bilden, in der Beziehung sine=nsinß, wo n den von 
den beiden Medien abhängigen und für Strahlen von einer bestimmten 
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Wellenlänge gültigen Brechungsindex bezeichnet. Aus dieser Be- 
ziehung leite man nun die Gleichung ab: 


nF = VI (ni) tg3B. 


Zunächst wird cos &—n’cos Et E daher a Ne = EEE ee, Se 
‚cos ß cos ß 
- vi -(m—i)tg:ß. 
26. Aus der Formel 


Ä i j sin« +sinn« —sin(n+1)« 
ee 2a +. +sin(n—1)e+sinne=-- Ze en ph 


leite man durch Differentiation nach « eine neue Formel ab. 
Man erhält cos@a +2 c0s2« + ---+(n— 1) cos(n— 1l)a+n eosn« 
_n+heosne— nco(n-+ I 


2 (1 — cose) 
27. Ebenso folgt aus 
1+cosa+cos2«+--+ cos (n—1)a+eosna— + eure 


die Gleichung: 


sine +2sin2«+..-+n— 1)sun— )e«+nsinne 
_ n+sinne—rsin(n+ Da 
2 (1— cos) 

Was übrigens die Ableitung der in Aufg. 26 und 27 zur Diffe- 
rentiation vorgelegten Formeln betrifft, so setze man in der Gleichung 
2 cos«sinß=sin(ß+.«)+sin(#— «) an Stelle von ß der Reihe 
nach «, 2«,...(n — 1)«, n«. Hierdurch ergeben sich die Gleichungen: 


2 cos«esıneae=sin2e, 
2 cosesin2«=sind«-+ sin«, 


2 cosasinda=sin4« +sin2«, 


2 cosasın(n -l)«=sinn« +sin(n — 2)e, 
2 cosesinne=sin(a+1)«e +sin(n—1)e, 
nach deren Addition leicht die in Aufg. 26 zur Differentiation vor- 


gelegte Formel folgt. Ihre rechte Seite kann auch in die Gestalt 
n+1 


sın — ER SR 


Be gebracht werden. Setzt man in 


sin - — 
2 


2 cos @ cosß = cos(B + a) + cos(ß — «) u 
an Stelle von ß der Reihe nach «,2a,...(n—1)a,n« und bildet die 
Summe der so entstehenden Gleichungen, so folgt leicht die in 


ea cos« + (5) co2a-+-- +(, )eoshe+:- “ ‘) eos (n—1)« 
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Aufg. 27 zur Differentiation vorgelegte Formel, deren rechte Seite 
n-+1 N. | 


sin —_-- &:C08 - — 


sich auch in die Gestalt - —— —- bringen läßt. 


ee 
sın _- 
2 


28. Nach Euler!) ist: 


+ cosn« = 2". cos”. 


Hieraus durch Differentiation eine neue Formel abzuleiten. 
Man findet: 


(‚Jsne+2(5)sin2«+- +h(, \sinhe+-, +02) (5) sin a- 1)« 


n—1 


Insinn«a=n-?"-!. cos? 1 - sin 5 


&. 


29. Ebenso bilde man aus 
(}) sin«+ (3) sin?2« ++ (1) en + (7 ') sin (n — 1)& + sinn« 


«1 
— 2”. cos” _ sin en) 


durch Differentiation eine neue Formel. 


Man erhält: 


| (‚)eos«+2(} 2)eos2a+:- +h(, "\eoshet+:- +2! )eos (n—1)« 


& v1 
+neosna—=n-2"7\.cos"”! „- cos erh 
30. Unter einem Vektor versteht man eine nach Größe, Rich- 


tung und Sinn bestimmte Strecke. Geht der Vektor vom Koordinaten- 


anfang O0 nach einem Punkt P, so ist er, ebenso wie P, durch die 


. Polarkoordinaten r und @ dieses Punktes bestimmt; man könnte 


1) Nova acta acad. scient. imp. Petropolitanae, Bd. 7 (Jahrg. 1789), 8.87 


bis 98, Petersburg 1793; eingereicht 1776. Euler zeigt, daß sich die Summen 


der Reihen a+bcos@& +ccos2« +-.- und a+bsin«e-+-csin2«-+ -- angeben 
lassen, wenn die Summe f(x) der Reihe «a +bx-+cx°-+... bekannt ist. Man 
braucht nur in dieser letzten Reihe zu setzen 2=cos«e +isin«—=p, bzw. 


= co8@ —isina=qg, wo i=Y-—-1 ist; dann folgt leicht 
1 
atrbeossa +ecss2a +... =. (fm +) 


und “dbsina-tesin?at:.. — = FW —fF@). 


‚Die in Aufg. 28 und 29 vorgelegten Reihen erhält man so aus: 


+ (Jet) + + -utm". 


Ba a ERBE 1 er: Dakar BES at al HZ ve a a il a ar a er 
x Ä / ' - VL x r ran ( - . a 
PEN 4 : ? ie " K) ; are \ 2 
R ’ : g 
; 7 / . « 
} Kr j : ” a 
’ 
x 
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den Vektor wie einen Punkt der komplexen Zahlenebene durch 
r(cosp-+ising) darstellen. Hierbei wird die Länge r der Tensor 
des Vektors genannt. Sind r und g Funktionen einer dritten Größe, 
z. B. der Zeit t, so kann man den Vektor differenzieren. Es sollnun 
gezeigt werden, daß die nach t genommene Ableitung wieder einen 
Vektor Rfcos (p+«)-+isin(p-+.e)} darstellt, wobei R= Verro E 
Reos«e=r, Rsma=rg ist und die Akzente bei r und 9 de 
nach ? genommenen Ableitungen anzeigen sollen. | 
Die Ableitung von r(cosp +?sinp) wird zunächst gleich 
rcsp—rsnpg-p+ifrsinpg+rcosp-g); 
Setzt man nun 
Res(pg+tue)=rcosp—rsingp:-g), ß 
Rsn(g+e)=ersnpg+trcosp-9), 
so folgen leicht die oben angegebenen Werte. Zugleich ergibt sich: 
31. Bei konstantem Tensor r ist der die Ableitung von 
r(cosp + ising) 
darstellende Vektor rechtwinklig zum ursprünglichen Vektor, denn 
alsdann ist « = 90°. 


84. 
Höhere Differentialquotienten. 


ya, \ gm —kkk—1)...(k-n+ Dar 
DU a ym = a”. (Ina). 
o% Y e5 ym) == 
| rk SELL N 
4. y= Int, Wen 
By Sink, AN sin ( a 2) 
GDIISCOR y\®) = cos (7 B= 2): 
zZ 2 
.y»2. oz, y"- .: 
7, 2% 
8. y=arctgz, Bene, . 
„ 2 
9, YViL arcigr, Y are \ g 
(n re In E RS 
BEER ITERE NER EHNTT, a ae 
11. UF ete:? YES (e® ze ex)3 IR (er + e-2)? 
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& + 1 7Z r vi 12 
a Ro BT’ TEE 
: . 7 
13. y=arctgx, y")= (n — 1)!cos"y-sinn (v +; 3)- 
. . ” 2 1 

Zum Beweis dieser Formel beachte man, daß y’ = Dr cos? y, 

„ Ba ‚ . 5 . 210 9 » os m 
Yy=—sın?y-y=—sın ?2y-cos’y —sin2 (y + 5) cos? y ist; für y 


folgt 2 sin 3 (y + 5) -cos®y. Die Richtigkeit der oben stehenden 


Formel für y'”) läßt sich alsdann beweisen, indem man unter Voraus- 
setzung ihrer Gültigkeit für einen bestimmten Wert »—= k aus der 
für n= k hingeschriebenen Formel durch Differentiation den Ausdruck 
für y#+D gewinnt, der mit demjenigen übereinstimmen muß, der sich 
für n=k+1 ergibt (Schluß von k auf k +1). 

14. Zu zeigen, daß für die Funktion y=acosnz +bsinnz die 
Beziehung y’ + n?y = 0 stattfindet. 

yY=—n?(acosnz+bsinnz). Die Funktion a cosnxc-+bsinnz. 
ist die „vollständige Lösung“ der „Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung Y„Hny=V0. | 

15. Ebenso zeige man, daß für die Funktion y= e-*- sin« die 
Beziehung y "+ 4y=0 stattfindet. Diese Funktion ist eine „besondere 
oder partikuläre Lösung“ der „Differentialgleichung vierter Ordnung“ 
y”+4y=0. 

16. Zu zeigen, daß die »“ Ableitung von y=e’sin’x gleich 


Be» (y2)r- sin («+ en) oder ER RE ist. 


y=e(sinx+cosr)= e(sinz +sın (x E_ 2)) — e'.2sin (x+ :) cos, 
— e"V2- sin (2 + 7): Bei jeder folgenden Differentiation tritt ein 
Faktor Y2 hinzu und wächst das Argument des Sinus um .- 
" Ebenso gehören zusammen: 


en) en cos (e+ =. 


y=e'cosx und ym= e(Y2)* - cos (2 1, 


17. Man zeige, daß die n‘ Ableitung des Ausdrucks 
y=e”*"cos(bx + c) gleich k”e** cos (br +c+ ne) 

‚ist, wobei k und @ aus a—=kcos«e, b=ksin « zu bestimmen sind. 

Hier wird 


gi e*{acos(bz+e)— bsin (bx + c)) = ker cos (ba +c+«), 


‘wenn die Größen k und « in der angegebenen Weise eingeführt 


ae. TEEN FE 4 pe En AR 5 er "Ro 
” a 8 27 ’, s 
“ . Fr > 
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werden. Man bemerkt, daß bei jeder neuen Differentiation ein Faktor 
k hinzutritt, während das Argument des Kosinus um « zu vermehren ist. 

18. Zu beweisen, daß für die n® Ableitung der Funktion y= e*f(«) 
die Formel gilt | 


we lfa+l FÜ) ++ (")r®@) ++ (I) reme) + a))- 


Unter Voraussetzung der Gültigkeit dieser Gleichung für eine 
bestimmte, z. B. die X Ableitung, läßt sich leicht zeigen, daß sie 
auch für die nächst höhere, die (k + 1) Ableitung, gilt (Schluß von 


k auf k+ 1), usf. Der Koeffizient von e*f®(z) in y*+» muß ( ') 
werden, wie sich durch Differentiation von y unter Anwendung der 


bekannten Beziehung (}) + (; ee ;) = 4 3 ') ergibt. Die Gültigkeit 


der Formel für n=2 oder n = 3 ist sofort bewiesen. 

19. Ersetzt man bei der in vorstehender Aufgabe zum Beweis 
vorgelegten Formel f(x) durch sin x, so folgt mit Rücksicht auf die 
Ergebnisse dieser Aufgabe und der Aufg. 5, S. 14: 


sinc+(} ı)sin («+3 +6) sn (@+)+-+(} "\sin(@+"”) +... 
+ (7) sin (+5 x) + sin («+7)- (v2) RR (z en 


Eine ähnliche Reihe ergibt sich durch die Annahme f(x) = cos & 
mit Hilfe der n‘®" Ableitung von e” cos x. 

20. Mit Hilfe des in Aufg. 18 benutzten Beweisverfahrens sei das 
Leibnizsche Theorem zu beweisen: Die n‘® Ableitung des Produktes 
y=uv zweier Funktionen « und v von & wird: 


y) — yv®) = (5 ı)w De) £ & ya“ ur 2) +.:.4+ („)u9s@=n ar 
( 


+ (Judo + um. 


21. Aus der für die Funktion f(x) = are sin & gültigen Gleichung 
(1—-adf (x) — xf' (x) = 0 leite man durch n-malige Differentiation 
mit Hilfe des Leibnizschen Theorems eine Beziehung ab zwischen 
fa), fr+P(a) und f®+%(z). Man findet | 

(A - a)fe+3(e) — ( 1). 2afrtd(e) — (3 $). 2f (a) — af td (a) — (} )r Ei - 


oder (1 — ft) — FR Den a 


Ein Punkt durchlaufe eine ebene oder eine Raumkurve ünd zwar 
befinde er sich zur Zeit ! an einer Stelle P derart, daß die längs 
‘der Bahnkurve gemessene Entfernung dieser Stelle von einem beliebig 
aber fest gewählten Punkt O der Kurve, d. h. die Bogenlänge oder 
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Weglänge gleich s ist. Die Geschwindigkeit v, die der Punkt an der 
Stelle P besitzt, ist alsdann, wie in der Mechanik gezeigt wird, gleich 


der ersten Ableitung > der die Bewegung bestimmenden Funktion 
s=f(t). Offenbar ist diese Ableitung gleich dem Quotient aus dem 


während des Zeitelementes dt durehlaufenen Bogenelement ds und 
dem Zeitelement selbst. Die zugehörige Beschleunigung p ist gleich 


2 
der Ableitung 5: der Geschwindigkeit oder also. auch » -5 a 


22. Ein Punkt bewege sich auf einer Geraden (Abszissenachse) 
so, daß die ihm zur Zeit 2 zukommende Abszisse « gegeben ist durch 
x = ae-’‘. Man bestimme die zugehörige Geschwindigkeit und Be- 


schleunigung. | z 
dx bt NE RR. 
Wan rz übe — — bz, Te ee 


23. Um einen Kreis von: Radius a mit gleichförmiger Geschwindig- 
keit einmal vollständig zu durchlaufen, braucht ein Punkt P die 
Zeit T. Wie groß sind Geschwindigkeit und Beschleunigung der Pro- 
jektionen des Punktes auf zwei zueinander rechtwinklige Kreis- 
durehmesser, deren einer durch den Anfangspunkt der Bewegung 
gehen soll? | 

Man wählt natürlich die beiden Durchmesser als Koordinaten- 
achsen. Befindet sich der Punkt P zur Zeit £= 0 im Schnittpunkt des 
Kreises mit der positiven x-Achse und bewegt er sich in dem der 
Bewegung eines Uhrzeigers entgegengesetzten Sinn, so sind die Pro- 
jektionen des Punktes P auf die beiden Koordinatenachsen zur Zeit t 
gegeben durch 


2 nt ISA TE 
ER Yy=-asınn 
Hier wird 
d& 2an . 2m d?.x 4an? 2 nt 4? 
a a ee ee 
dy 2an amt d’y lan N ont 4 n° 
Be ae a an 


| 24. Bei dem  Schubkurbelgetriebe 

wird der eine Endpunkt A (der Kurbel- 
zapfen) einer Strecke von der Länge | 
(der Schubstange oder Pleuelstange) 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
© auf einem Kreise vom Radius a 
(a = Kurbellänge) geführt, während’der 
andere Endpunkt B (Kreuzkopf) auf 
einer durch den Kreismittelpunkt gehen- 

den Geraden hin- und hergleitet (Fig. 7). Welche Geschwindigkeit v 


Dingeldey, Differential- und Integralrechnung. ],2. Aufl. 2 


BAER. 3 a a a a re. Na A 


/ 
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hat der Kreuzkopf 5 in irgend einem Augenblick und mit welcher 
Winkelgeschwindigkeit o, dreht sich alsdann die ae um 
den Kreuzkopt ? 


Der Mittelpunkt des von A (durchlaufenen Kreises liege in 0: 


femer si ZAOB=8, <ABO=g, OC=aHtl, BO=5. N 


i ds ds d“ ds 
dann it s=a+1—acos® — lcosp undv-.-— 77: Was 


denn = ist gleich der Winkelgeschwindigkeit ©, mit der sich die 


Kurbel OA um OÖ dreht. Mit Rücksicht auf asın® =1!sın 9 findet 
man 


Ä asin29 ksin 2% 
as, — 2=40 Ba 


2 8 2 
21) ı 5 sin?® Eyı-- Mami 


wenn man das Verhältnis @:/, das bei Dampfmaschinen meistens un- 
gefähr gleich 1:5 ist, gleich A setzt. An Stelle der Winkelgeschwindig- 
keit © könnte hier auch die Anzahl der Umdrehungen, die die Kurbel 


in einer Sekunde macht oder die Tourenzahl n einpeführi werden durch 


0 = !_2Nnn. 


Die Winkelgeschwindigkeit z — o, des Kreuzkopfes B ergibt 


sich mit Hilfe von a sin $ = ! sin @ durch Differentiation nach t; man | 


7, dp ” 
erhält 7, en 


lcosp | - 


Mau findet übrigens vo=o:-O0E und o, = = - AE, wie mit 


Hilfe des Dreiecks ADE leicht zu zeigen ıst. Dabei bedeutet #7 den 
Schnittpunkt der Verlängerung von 5A mit dem in O auf OB er- 
richteten Lot und D die Een des a A auf dieses Lot. 


B 
Ferner ist auhv=ao-—-, - und o = wo M das Momen- 


u 4’ 
tanzentrum für die Bewegung. der Strecke AB bedeutet (M ist der 
Schnittpunkt der durch A und B rechtwinklig zu den jeweiligen Be- 
wegungsrichtungen dieser Punkte gezogenen Geraden), 


25. Bei dem soeben betrachteten Schubkurbelgetriebe die Be- e 


schleunigung p des Kreuzkopfes in irgend einem Augenblick zu be- 


stimmen. 


d?s dv d$ 


k cos2% + k?sin?® 
Page gs Fra lie et 


(1 — k?sin?9)} 


[2 ch .. x 
Da dieser Ausdruck die Größe @® zum Faktor hat, erkennt man, 
daß die Beschleunigung wie das Quadrat der Tourenzahl wächst. 


26. Nan bestimme beim Schubkurbelgetriebe die Geschwindigkeit 


und Beschleunigung des Kreuzkopfes für den dm Wet 9=!xz 


m 
eG a 
P.. 
u - 
Fr 6,7 
er 
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(d. h. 90°) entsprechenden Augenblick der Höchstlage des Kurbel- 


Bun. 4. 


a’? 


ine re 


wenn k=a:1= sin y gesetzt wird. 
27. Die gleiche Aufgabe für. den Augenblick, in dem die Kurbel 


und die Schubstange zu einander rechtwinklig Fe 


Man findet. RE 
v-aayi+R=--" 2” Ya? +, 
>... .00@?c0t?®# 
ee ee 


wobei cot$ — 7 — k ist. 


28. Wie groß ist die Beschleunigung des Kreuzkopfes in den 
beiden Totlagen (# = 0 und # = a 


Be da 


= , Du = 7, 80mit 9:9, = (a+tN):(a—)). 


29. Man ee die it v des Kreuzkopfes des 
Schubkurbelgetriebes für den Fall, wo die Gerade, auf der sich der 
Kreuzkopf bewegt, nicht durch den Mittelpunkt O0 des vom Kurbel- 
zapfen beschriebenen Kreises geht, sondern von O um die Strecke c 


entfernt ist (exzentrisches Schubkurbelgetriebe, Fig. 8). 


‚In der Figur entspricht 9® = 0 derjenigen Lage OA, der Kurbel, 
bei der diese zu der von BD beschriebenen Geraden par allel ist... Für 
eine Totlage müssen 0, A und B in einer und derselben Geraden 
liegen. Über die chiedenen Fälle, die beim exzentrischen Schub- 
kurbelgetriebe entsprechend den Vorachiedenen Längen der Strecken 
a, ! und ce auftreten können, vgl. F. Ebner „Leitfaden der technisch 
wichtigen Kurven“, Leipzig 1906, 8. 32ff. und T2E. 

Hier wird s=a + VE — @ —acos® —Icos p und 
(c+ asin 8) cos® 


v= ao sin d — 
| > vi '— (c+ asin®)! 


"Fig. 8. | Fig. 9. 


30. Eine Carina bewegt sich so, daß ein Punkt A derselben mit 


® Peonstanker Winkelgeschwindigkeit © einen Kreis vom Radius a be- 


y E 
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schreibt, während sie im übrigen gezwungen ist, stets durch einen fest 


gegebenen Punkt B, der vom Mittelpunkt O des Kreises um die 
Strecke b entfernt ist, hindurchzugehen (oszillierendes Schubkurbel- 


getriebe, Fig. 9). 

Man bestimme die Geschwindigkeit v, mit der die Gerade AB 
durch B gleitet, sowie die zugehörige Beschleunigung p, ferner die 
Winkelgeschwindigkeit @,, mit der sieh AB um DB dreht für den 
Augenblick, in dem OA mit OD den Winkel & bildet. 

Setzt man AB=s, XABO=9, so wird 

ne ds Er abosin® 2 abosında - bo sin g 
dt Ye: "£b°?—_2abcos® AB ; 
abo? |(a? EIN RE 

2 (0° 4b? — 2ab.cos 9)% 


Mit Hilfe der Gleichung «a sin (# + p) — bsin g 0 findet man 


dp ao(b en EA 
NT rd Igabend AB? 

wo E der Fußpunkt des von O0 auf die Gerade BA gefällten Lotes 
ist. Man kann auch schreiben o, = wo F' der Fußpunkt 
des von B auf die Gerade OA gefällten Lotes ist. 

31. Man zeige, daß die Kurve „= An: > die x-Achse im allgemeinen 
nur unter Winkeln von 45° schneidet. 1) 

RERTE N a nn B% 

Beispiele hierzu sind y=tgx, y=- en .. Ebenso folgt, 

daß die Kurve „= - “die x-Achse im allgemeinen nur unter solchen 


Fo) 
Winkeln « schneidet, für die tga = a ist. Besonderer Untersuchung 


würden solche Fälle bedürfen, in denen Er n für fx)=0 in un- 


1) Hiermit ist auch ein Satz bewiesen, der in der Algebra, gewöhnlich 
unter Beschränkung auf ganze Funktionen f(x), in folgender Form ausgesprochen 
zu werden pflegt: Läßt man die Veränderliche x in positivem Sinn wachsen, so 


geht der Quotient 4 > ‚ so oft er verschwindet, von einem negativen zu einem 


positiven Zahlenwert über. Gleiches würde natürlich auch von dem Produkt 
f(x) f(x) gelten. Dieser Satz wird als Hilfssatz beim Beweis des Sturm’schen 
Theorems benutzt, mit Hilfe dessen sich die Anzahl der zwischen zwei reellen 
Zahlen & und ß liegenden reellen Wurzeln. einer Gleichung nten Grades f(x) =-0 
bestimmen läßt. Vgl. bezüglich dieses Hilfssatzes z. B. J. A. Serret „Handbuch 
der höheren Algebra“, deutsch von G. Wertheim, 2. Aufl. Bd. 1, Leipzig 1878, 


S. 218 und 231 oder auch E. Netto „Vorlesungen über Algebra“, 1. Bd., Leipzig 


1896, S. 209. 
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bestimmter Form erscheint, also z. B. wenn mit f(x) auch f(x) ver- 
schwindet. 

32. Ist f(x) eine Funktion, die bei Vertauschung von x mit — x 
unverändert bleibt (gerade Funktion, vgl. Aufg. 43, 8.6), so haben 
alle Ableitungen ungerader Ordnung von f(x) für x = O0 den Wert Null. 


f(x) = f(— «), daher f(x) = — f(x) und (0) = — f(0) usw. 

33. Zu zeigen, daß eine k-fache Wurzel der Gleichung f(x) = 0 
eine (k — 1)fache Wurzel von f(x)=0, (k— 2)fache Wurzel von 
f(#) = 0, usw. ist. 
Er fie) = (@- pl) 

f@)=(@—- a7! ikpla) + (@ — a)p (X)}, usw. 

34. Es seien &,, 2,, +: x, die Wurzeln einer Gleichung n*' Grades 
f(x) = 0; man zeige, daß 


folgt 


RER EN EEE HE ALS A 
und f®) Base “ a. 5 in TU, 
fa) - foot" _ 1 1 1 
Bor, 
Logarithmische Differentiation der Funktion 
fa) = ee na m) (a) 
gibt für F& den angegebenen Ausdruck. 


Fa) 
35. Im Anschluß an diese Aufgabe soll bewiesen werden, daß die 


Gleichung f(x) — f(x): f(x) =0 keine reelle Wurzeln hat, wenn 
f(x) = 0 nur reelle, von einander verschiedene Wurzeln hat. 

Der Ausdruck f”?(z) — f(x): f"(x) stellt sich als Summe von nur 
positiven Größen dar, falls die Wurzeln von f(x) sämtlich reell sind. 
Da eine reelle Doppelwurzel von f(x) = 0 auch Doppelwurzel von 
fa) —fel-f(z)=0 wäre (Aufg. 33), ist in dem Satz vorausgesetzt, 
daß die Gleichung f(x) = 0 keine mehrfachen Wurzeln hat. 

36. Man beweise den Satz: Sind f und p zwei ganze Funktionen 
n‘®” Grades von x, so ist der Ausdruck 


(fp) = a f: p” BR IL . gor=1 2 JR pr =2) EEE ir 
+ (jet. fand. 9 + 1 fo: p 
von x unabhängig, also nur abhängig von den Koeffizienten der Funk- 
tionen f und g. 


Man hat nur zu zeigen, daß — ee verschwindet. 
Im Falle RR | 
f=%4" + Ka! + (3)a a Lern 4,, 


er )bart+(7 )d2a- ++ dann +, 


22 5 5 Panktionen von Ynchroren Franken Dee 
findet man: 

+ Mu - (7) + (2) 

+ YO nnd + + Dia, 


Sind f und @ identisch, so wird (ff) =, falls n eine ungerade 
Zahl ist; im Falle eines geraden » ist jedoch (ff) im allgemeinen von 
Null verschieden. Für n = 2 wird z.B. (ff) gleich der Diskriminante 
4(a,% — 9°). 


85. 
Funktionen von "mehreren F inktinnen: Differentiale, 


1. Hat man z= f(u,v,w,: - -), wo 4,0, w,--- Funktionen von & 
; R ’ A } ’ , ’ 2 : . 
sind, so ist in letzter Linie 2 eine Funktion von x allein, durch Ver- 
mittelung von 4,0,@w---. Der vollständige oder totale Differential- 


quotient dieser Funktion ist: 

Er he 
STEEL OB. | 
ou’ 0v’ gw’ 
Ableitungen bedeuten. Statt SE, 
oder f (u), f (v), : -- schreiben. 


Die zu Anfang von $ 1 angegebenen Regeln 1 — 4 sind nur be- 
sondere Fälle des Wortchenden ‚Satzes über die Differentiation von 


- partielle BE oder partielle 


0 
3 


Er .kann man auch fi 


wobei 


f(u, v, w, :* ). 
2. Das vollständige oder totale Differential der Fonktion 
2=f(x,y,t,---) von mehreren Veränderlichen &,y,t,--: ist 
d2 = Si dt + — a Fu dir... 
Sind insbesondere 4, £,--- F al von einer und derselben Ver- 


SER DZ DI Yen a), = ver), so wird dy = y(x) de, 
= Y(X)- Bu | | 
Die Ausdrücke —-- er 4%, n u --- sind unvollständige oder par- 

tielle Differentiale. | 
3. Wenn die Funktion f(x,y) an der Stelle x, y stetig ist und 


daselbst stetige N Ba & en ; u ei besitzt, hat der Diffe- 
da’ oy 08:0 or | 


rentialquotient OF an dieser. Stelle Tanielbs: Wert wie — -_.. 
02: 0y Öy-oa 


d. h. die Reihönfolge der Differentiationen ist alsdann ae 


Bi ON PER BA Er 1 SB RR A RE le a ha gl a EN a a a 
DR N a ae DE TORE S Rn N es , 


RATEN. 


Be‘ a4 rg 
2 


Partielle Differentialquotienten. NIE 


4%. Das vollständige Differential zweiter Ordnung von z= f(x, y, 
wird: 


af NIT: | 
BL ae da? +2 Ina, Ar day 
27 PL 
+2 ar Ne rer dy-dt 


oder symbolisch geschrieben: 
RR REG RE A SO Nr 
ds (z;de+ a: at) f. 
Hierbei ist vorausgesetzt, daß | 
RB 8°f 8f d°f 


Dry 0y: Oy-dm’ dx-d GBt.0w’ 


USW. 


sel. 

Die Verallgemeinerung auf den Fall von mehr als drei Veränder- 
lichen ist ersichtlich. 

5. Das vollständige Differential »'” Ordnung von 2= f(x, y) ist: 


SE Pen = Ne AR 
d"z Be dar + (1) a dy-+ 
A of nl h 

el ee 


N oT N jan 
le: day + dy" 


oder symbolisch geschrieben: 


d’2 = (zZ dc + 5 day) f. 


Beispiele. 


1. Gegeben 2 = au? + 3bu?v + 3cuv? + ev?, wobei v=g(k), 
dz 0°2 0°2 0°2 
2 Zu bilden —, zur» Hy8> iu ön: 


= 3 (au‘ + 2buv + co?) p (x) + un + 2cuv + ev?)y (x), 


0°2 0°z 
Er, = 6l(au + bo), - = 6(eu + ev), Hr En are 6(bu + ev). 
2. Be Ey A, Zu bilden eh 
02 ; 
Da esiny — cost. 


3.z2=Vx®+y, wobei y=oy(z) Zu bilden 


dz_ 02 0°z O?r 
dx’ Pe 02°’ d.04° 


* 
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dz 4% € De y_ 
ET ya yo yet 
0 _0—ay 
EEE TEN 
0X ey (x? + y°)? 


4. Welche Beziehung muß zwischen den Koeffizienten A, B,0,D 


der „partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung“ 
At Bon+ 0 +D5-0 


und den in der Funktion z = e**+?Y+° auftretenden Konstanten a, b, c 
stattfinden, wenn diese Funktion 2 der Differentialgleichung ge- 
nügen soll? 
Aa? + Bi? + Ca + Db—0, 

eine von c unabhängige Bedingung. 

5. Man zeige, daß die für die mathematische Physik (z. B. für 
die Theorie der Wärmeleitung) wichtige partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


erfüllt wird durch die Funktionen y= e*""!sinnx und y= er*"!cosnz, 
sowie durch y = >: a,e Pt sinn, + 2 b,e +"?! cosn,x, wo über i 
zu summieren ist und die Anzahl der Summanden zunächst endlich, 
im übrigen beliebig groß ist. 
Die Tatsache erhellt schon bei etwa zwei Gliedern der ersten 
Summe: y=-ae*"’!sinn,z+ ae *""!sinn,x. Hier wird 
0° Y 
dx? 


= — nn, ae" sin n,c — n,a,e +"! sin nt, 

0 _ 2 kn?t gi 2 SEAT 0" y 
Be 2 -- Ant ni 

se knza,e"""sinnz — kn’ae*"=!snn,z= k dr 


Unter welcher Bedingung die Anzahl der Summanden unendlich 
groß werden kann, bedarf besonderer Untersuchung. 


6. Zu zeigen, daß die für die mathematische Physik (z. B. für 


die Akustik und die Theorie schwingender 'Federn) wichtige partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 
0°y 0°4 
BirE Ki Ox® 
erfüllt wird durch y=g(x-+kt) + y(@—kt), wo @ und % beliebige 
Funktionen der zugehörigen Argumente bedeuten. 
Setzt man der Kürze halber z+kt=u, 2 —kt=v, so wird 


12 n2 2 2 
0:9, 0°p. 2. Boah ltr SR), 


PL eu: gv:? dt? 
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T. Ist r die gegenseitige Entfernung zweier Punkte P (x, y\ und 
P, (x, Yy,) in der Ebene, also r=Y(x—2,)’+(y—y,)’, so findet 
stets die Beziehung statt 
o-.In2 0° Iir 

| a a = 
‚Dies soll bewiesen werden. 
en a nA IR) Or 1 2(2 —&)? 
PEN SUR Ko Ra er RE RS ER RE 

ölar 1 2(y— y)° 

SATT ABER 


Man schreibt die Gleichung Dr a2 0" In 


er ae N) ER ın n 


Form Alnr=0, wo also A das Differentiationssymbol = = a Fu 


bedeutet. 
| Ist statt des einen Punktes P, ein ganzes Punktsystem. gegeben 
und bezeichnet r, den Abstand des Punktes P, dieses Systems von P, 
so ist immer noch Am, In r,= 0, wo die Größen m, beliebige Kon- 
stanten sind und die Summation über alle Punkte des Systems aus- 
zudehnen ist. Natürlich besteht die Voraussetzung, daß keiner der 
Punkte P; mit P zusammenfällt. Die Punkte P, und P können auch 
materielle Punkte sein, so daß P, die Masse m,, P_ die Masse m be- 
. „sitzt. Wenn dann zwischen P und den einzelnen Punkten P, Kräfte 
_ R, wirken, die umgekehrt proportional dem Abstande r,, proportional 


‚dem Produkt der Massen mm, sind (R, — =) ‚so gelten für die den 


Koordinatenachsen parallelen Komponenten X, =% der Summe aller 
dieser Kräfte die Formeln 


und hier heißt 
| = - DM, I: 


das logarithmische Potential!) des Systems der Punkte P, in bezug 
auf P. Für dieses Potential V gilt daher die Gleichung AV=(0. 

8. Ähnliches gilt im Raun, wenn zwischen dem Punkt Pi&,y, 2) 
und den Punkten P, mit den nihern Koordinaten %,, Y,, 2; Kräfte 


R, = entsprechend dem Newtonschen Anziehungsgesetz wirken. 


1,2 
‘Hier wird das Newtonsche Potential V gleich Die und es ist 
Bagann ar oV av 
EEE = — m, Z==- m: 
oy’ 02 


1) Vgl. C. Neumann im Journal für die reine und angew. Mathematik, 
Ba. 59 cisen), S. 335f., ferner dessen „Untersuchungen über das logarithmische 
und Newtonsche Potential“, Leipzig 1877, S. 4 und 12. ö 
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Nun soll gezeigt werden, daß die ee besteht: 


Ave a +50, 


falls P mit keinem der Punkte P, zusammenfällt (Laplacesche 
Differentialgleichung).) 


Beim Beweis kann man sich auf P und nur einen Punkt P, be- 
1 


schränken. Ist r der Abstand PP,, so wird Er _ 


r? 0% Pe) 

2 | 

r 1 3(X, —rX) Or „aa 3m, Fr 
NE RT Re RT ee Pr 
gt „I 
analoge Werte haben Er und = | 

OT ROT 
‚Was wird aus dem Ausdruck Aflz,y,2)= ae Fı Ay: 2 ES. 


wenn an Stelle der Funktion f(x, y, 2) das Produkt zweier Funktionen 
RS Y; 2): via, Y; 2) tritt? 

Man findet 

Yo , dyov | Opdy 

A(p-y) = p- Ay+y-Apy+ 2 Ray oyoy + 02 2 

10. Den Satz zu beweisen: Ist f(x, y,2) eine homogene Funktion 
n'®" Grades von drei Veränderlichen x, y, 2, ist also of (zt,yt,et)=t"f(z,y,2), 
so findet die Beziehung statt: 


an, 2). 

Man differenziert die angeführte Bedingung der Homogenität 
nach t und setzt alsdann t=1. Natürlich gilt eine entsprechende 
Beziehung auch bei homogenen Funktionen von beliebig vielen Ver- 
änderlichen (Satz von Euler über homogene Funktionen). 

11. Sind p,y, » drei ganze homogene Funktionen beliebigen, 
aber gleichen Grades n von zwei Veränderlichen r,, x, (binäre Formen - 
n'” Grades), so findet-die Beziehung statt: 


wobei die Differentiation nach x, durch den Index 1 und die nach 
%, durch den Index 2 angedeutet ist. 


1) Laplace im „Memoire sur la theorie de l’anneau de Saturne‘ in den 


Me&moiros de l’acad. roy. des sciences de Paris, annee 1787, Paris 1789, 8. 262 an 


= Oeuvres completes, Bd. 11, Paris 1895, S. 278. 
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Folgt mit Hilfe des vorerwähnten Eulerschen Satzes über homo- 
gene Funktionen, denn es ist hiernach 


1 1 1 
p - — (9% +9%,), X = (Hl +), 9 = „wir, +%2,), 


die oben stehende Determinante verschwindet daher identisch. Die 
Verallgemeinerung für k ganze homogene Funktionen „‘” Grades von 
k—1 "Veränderlichen ist klar. 

12. Es sei gegeben 2= f(u,v,w), wo u, v, w Funktionen von x 
sind, so daß z als eine Funktion von x allein zu betrachten ist; man 


bilde die zweite Ableitung = E 


die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von f stetige Funktionen 
von u, v und w. 


unter der Voraussetzung, daß f sowie 


Ba ef, a 
dx? - u read tn 5 v°+2,, uw +2, vw 
=F 
4 A v2 m ? ur 2 u w 


13. Man zeige, daß die as 


Y Y2 Ya | 

u Ihe 

| BF Fa Fon 

in der %,, %, % Funktionen von z sind, während y;, y,; @=1,2,5) 
die zugehörigen Ableitungen erster und zweiter Ordnung bedeuten, 


’ 


nach x differenziert wird, indem man die 4,’ ersetzt durch die dritten 


Ableitungen y;” (i=1, 2, 3). 
A ist eine Funktion von Yı, Ya, Ya, U, Year Ya» ww ‚Yg ‚Ya , daher 


8 3 
dA 0A, BA. TA KEN DA 
ee ep 
1 1 1 


denn die beiden ersten Summen verschwinden enkink. Die übrig 
bleibende Summe ist, als Determinante geschrieben, gleich 


1) Wronuskische Determinante. Sie ist, wenn vom n!“® Grade, wichtig bei 
Untersuchung der linearen Abhängigkeit oder Unabhängigkeit von n gegebenen 
Funktionen %,, %g, - . - %,, indem ihr identisches (für alle Werte von x statt- 
findendes) Verschwinden anzeigt, daß zwischen den y,; mindestens eine lineare 
Beziehung besteht. Ferner ist die Wronskische Determinaute wichtig für die 
Theorie der linearen Differentialgleichungen. Zu dem oben zum Beweis gestellten 
Satz vgl. ©. J. Malmsten im Journ. für die reine u. angew. Math. Bd. 39, 8. 93 
(1849), ferner R. Baltzer, „Theorie und Anwendung der Determinanten‘“, 5. Aufl. 
Leipzig 1881, S. 30f., E. Pascal, „Die Determinanten“, deutsche Ausgabe von 
H. Leitzmann, Leipzig 1900, S. 48-50, G. Kowalewski „Einführung iu die 
Determinantentheorie“, Leipzig 1909, S. 327 ff. 
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Yı % U 

Offenbar gilt ein entsprechender Satz für Determinanten be- 
liebigen Grades, die analog wie A gebaut sind. 

14. Zu zeigen, daß die partiellen Ableitungen einer F unktion 
f(x+iy) der komplexen Veränderlichen @-+:y=2 der Gleichung 
genügen: | 
ARE z oder auch. tin == of —(, 


Dabei ist die Ableitung En gerade so wie bei en reeller 


Veränderlichen definiert ie ei N 2 


Iz=0 
Es ist da a Ei wi hingegen wird ei v er ‚Man sieht 


sofort, daß überdies \ - Bet En = Nise 


15. Auch die che gilt: en die partiellen Ableitungen 
7 “dr, 


einer Funktion f(x, y) der Gleichung , az 50 ist f(x,y) eine 


Funktion von x + iy allein. | 

Zum Beweis dieser Umkehrung setze man Ei iy=2p, 2—-iy=2q, 
führe mit Hilfe dieser Gleichungen an Stelle von x und y die Größen 
p und q in f(x,y) ein und zeige, daß auf Grund der Beziehung 


% i- =; a die Ableitung ;; ni verschwindet, wodurch f als unabhängig 
von q erwiesen ist; hingeen wird a 2, rn | 
16. Wird die Funktion ar in die Form gebracht 
ua, y) + io, Y), 


wo u und v reelle Funktionen von & und y sind, so ist 


ou mw ou 0 ou , 0*u RE <S 
2 0y un dy0 0928 ferner ee —=0, 2x8 yet. 


Dabei ist vorausgesetzt, daß die Funktionen w und v nebst ihren 
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung in einem gewissen 
Bereich. der ae 2, Y stetige Funktionen von-x und y sind. 
ev du mw 


a ge stellt u+» eine Funk- 


Ist umgekehrt & 


tion von 2 + iy Br | x 
Diese beiden Sätze werden analog bewiesen NL die beiden voran- 

ou dv du 08V 

gehenden in Nr. 14 und 15. Die Gleichungen er öy? Dy ae 
heißen: die Cauchy-Riemannschen Gleichungen, sie finden sich 


übrigens schon bei d’Alembert. 
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17. Das Differential dz der Funktion 

2 = 20° — dary + 32y? — By? — Tay-+ 6% 

zu bilden. 

dz = (62? — 1llay+3yY? —Ty+6)de + (50? +60y— 16y— Te)dy. 
18. Die gleiche Aufgabe für z—= asın?c + bsinz cosy + c cos?y. 

dz = (2asinz+bcosy) cosx - de — (bsin® +2ccosy) sin y - dy. 

19. Man bilde die partiellen Differentiale erster Ordnung der 

Funktion 2=sinx-Iny-+ cosy- In x. 


| 9: dr = (eos&-Iny+ „eos y)da, nd = (5 sin. x — sin y- In x)dy. 


20. Den Satz zu beweisen: Sind M und N stetige Funktionen 
von x und y mit stetigen partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung und ist da= Mdx + Ndy ein vollständiges Differential, so 
oM _0oN 
yo 


Ist dz das vollständig Differential einer Funktion f(x, y), s 


gilt die Beziehung 


wird d = au „ dx Bi ia y. Diese Gleichung eilt innerhalb eines ge- 


wissen Beeichee 1 Veränderlichen x, y; daher ergibt eine Ver- 


gleichung mit dg= Mdx + Ndy die Beziehungen M = ae N. nn 
om 
woraus 5, — 5, 
oM _0N 


- Wie in der Integralrechnung gezeigt wird, ist übrigens Er 


nicht nur notwendige, sondern auch hinreichende Bedingung dafür, 
daß Mdx + Ndy das vollständige Differential einer Funktion f(x, y) 
darstellt. Auch läßt sich zeigen, daß ein Ausdruck Mdx + Ndy, der 
noch kein vollständiges Differential ist, stets durch Multiplikation mit 
gewissen Funktionen von & und y zu einem solchen Differential ge- 
macht werden kann. i 
21. Die Seiten AC und AB eines Dreiecks ABC haben die 
Längen b bzw. ce, der eingeschlossene Winkel « wurde gemessen, doch 
sei das Resultat der Messung infolge Unvollkommenheit der Beobach- 
tung mit einem unvermeidlichen Fehler d« behaftet. Wie groß ist 
- der Einfluß dieses Fehlers auf die Angabe der zu bestimmenden Seiten- 
länge BU= a? 

a Aus a =b?+ € — 2becos« folgt ada=besina-de=absiny- da 
oder da=bsiny-d«ae=h,-d«a, wenn h, die Länge der zur Seite «u 
gehörigen Höhe bedeutet. Der bei Bestimmung von «a auftretende 
Fehler da ist daber zur Höhe h, und zu d« proportional. In der 
Gleichung da=h,: d« bedeutet d« natürlich das Bogenmaß des 
_ Winkels de. | 


u Au m a #7.» 
[ 


a: ET Wa RN age ie KR Dee EL ER NN er FR IS 
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Für die Berechnung oder Abschätzung eines Fehlers ist folgende 
Bemerkung wichtig: Man kann 1) nach dem absoluten Fehler fragen, 
also z. B. nach dem Betrag von da, 2) nach dem relativen Fehler, 
d. h. nach dem Verhältnis da:«a des absoluten Fehlers da zu nr zu 


messenden Größe a, 3) nach dem prozentualen Fehler 100 @ — GER 
d.h. nach dem in Prozenten ausgedrückten Betrag des relativen 
Fehlers. Die Kenntnis von da:a oder von 100° pflegt wichtiger 


zu sein als die Kenntnis des absoluten Fehlers, In den meisten 
Fällen ist man übrigens nicht in der Lage diese drei Arten von 
Fehlern genaw zu bestimmen, vielmehr handelt es sich fast stets 
darum Grenzen anzugeben, innerhalb deren die et dieser Fehler 
gelegen sind. 


22. Beispiel zu Aufg. 21: Es sei h,= 400 m, der bei Messung 
des Winkels « begangene Fehler liege innerhalb der Grenzen + 20”. 


400 - 20 i ; ; 
SE TRUNEN, er Z 
I sy = FE 3,88 cın, d. h. der bei Bestim 


mung von a auftretende Fehler liegt innerhalb der Grenzen & 3,88 em, 
beträgt daher noch nicht 0,01%. Der Divisor 206264,8 rührt davon 
her, daß in der Formel da=kh,- d«: der Faktor d« den zum Zentri- 
winkel d« gehörigen Kreisbogen beim Kreis vom Radius Eins be- 
deutet. Für den zum beliebigen Zentriwinkel p dieses Kreises ge- 
hörigen Bogen arc @ gilt nun die Proportion are g:27 = Xp :360° 
ER Re) Pr: ; I 5 

oder atcp = 54 7 sngg5g, wenn p im Graden gegeben ist. Wenn 
aber p ın Sekunden gegeben ist, so tritt im Nenner der Faktor 
60? = 3600 hinzu und man: erhält 


are = 5.475 = 9: 0,0000048481. 


Hier wird da = 


23. Die Entfernung rnit Punkte ?P und P, mit den Koordi- 
%; y bzw. 2,,y, sei s. Um welchen Betrag ändert sich s, wenn 
?unkte die Verrückungen de, ay und dz,, dy, erfahren und- 
vieviel Prozent » der Länge s en diese Änderung? 


u 
ER 
a») 

Pa} 

= 


in 
a 


% | 
Aus = Se + We 1) folgt s-ds= (e—2,)(de— dx) 
+(y—y)(dy—dy) und ds det dz,) cos «+ (dy— dy,) sin %, 
wo.a den Win! kel bei zeichnet, dei en die von P, in der Richtung nach P’ 
ade mit\der positiven Richtung der x- ie einschlicßt. 


£ 
d F} 


Pa 


gezogene Geı 
Für P ergibt sich der Wert =: 100. 


24. Beispiel zu Aufg. 23: Es sei s=4200m, « = 3491725”, 
de=—1im, dy=3m, da =4m, dy, =2m; man bestimme das, 


is 
Verhältnis — und die Prozentzahl ». 


Wenngleich hier die Änder ungen der Koordinaten ein paar Meter 


pa a Asa wall Pace a ad 0 Sch ER Aa BEE 
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betragen, so mögen sie doch verglichen mit der über 4 Kilometer 
langen Strecke s als Differentiale angesehen werden. Es wird 


. ds C08 & sin & 


: er ldenda) Ay dy,) 
- = 0,00020 - (—5) + 0,00013 . 1 = — 0,00087, 


 ds=— 3,65 m, die Entfernung der Punkte P, P, hat um 3,65 m 
abgenoinmen oder um 0,087 %,. 


25. Zwei Punkte P und P, haben-die Koordinaten x, y bzw. 
%,, Yı; die Strecke P,P sei gleich s und der Winkel « möge ebenso 
definiert sein wie in Aufeg. 93. Der Punkt P, sei ein N Stand- 


punkt. Welche Änderung erfährt der Winkel «, wenn der Punkt P 


denn aus tg«e = 
Pins 


an die Stelle -+dx, y+ dy rückt? 
Man findet: | 


c03& sin & d 


RB 


? 


ge — ‚ folgt Intga=In(y—y)—-Ih(x—z,) und 


de dy dx dy dz 


en 1 


tga.cos« y—y z—a s-sin« s.coa 


Will mar den Winkel d« statt in Bogenmaß etwa in Sekunden 


' ausdrücken, so ist der angegebene Ausdruck für d« noch mit 
+ = 206 264,8 zu multiplizieren (vgl. Aufg. 22). 


26. Beispiel zu Aufg 25: Es sei s=3500 m, « = 52°13’24”, 


ede= Im. dy=2m. 


Man findet 


x COS « x sin« 3 
ERTL 6 
$ $ 


daher ist d« ein Winkel von 25,6 Sekunden. 
27. Wie groß ist die Anderung des Winkels «, wenn sich in 


Aufgabe 25 u die Koordinaten von P, um Beträge da,, dy, ändern? 


te 


Aus tga— 7 folgt 
Be 
| de _ dy—dy, .dae—de, 


tga cos? 4 y-—y, a ’ 


da = = (dy — dy,) — m (dx — da,), 


was noch mit x = 206 264,8 zu multiplizieren ist, wenn man d« ın 


 Bogensekunden haben will. 


N 
Tr ’ Por N 
TE ’ 


28. Beispiel zu Auf. 27: Man berechne d« bei dem Beispiel Nr. 24. 
“Hier wird? | 


3% CO8 & x sin «& RE 
——_.— = 40,6 —= 27,1 
8 ? 5 A 


für de findet man einen Winkel von 179,1 Sekunden oder 
von 259” 1 
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29. Die vier Fundamentalformeln der sphärischen Trigonometrie sind: 
1) eosa = cosb cosc + sind sinc cos A, 
2) sina sin D= sind sin A, 7 
5) cos A cosc = cotb sine — cot Bsin A, 
4) cos A = — cos B cos C + sin B sin Ü cos .a. 
Man zeige, daß zwischen den Differentialen der in diese einzelnen 
Gleichungen eingehenden Größen die Gleichungen bestehen!): 
1) da=cosÜ-db+cosB-de+sinBsince-dA 
2) cota-da— cotb-db=cot A-dA— otb-adab 
3) smC-db=sinbcosC- dA+ cosasinB-de+sina-db. 
4) dA+cosc-dB+cosb-dÜ=sin Bsinc da. 

30. Wenn man das auf das Gewicht des Wassers als Einheit be- 
zogene spezifische Gewicht s eines festen Körpers bestimmen will, hat 
man bekanntlich das absolute Gewicht p des Körpers durch das ab- 
solute Gewicht w eines gleich großen Volumens Wasser zu dividieren, 
es ists=p:w. (Die Bestimmung von p und w kann z. B. mit Hilfe 
der hydrostatischen Wage erfolgen.) In welcher Weise wird die Be- 
rechnung von s durch kleine Fehler dp und dw, die bei der Bestim- 
mung von 9 und w erfolgen, beeinflußt? 


ds 


Der größte Wert des Gesamtfehlers df würde sich offenbar bei 
Werten dp und dw von entgegengesetztem Vorzeichen ergeben. Um 
ihn anzugeben, schreibt man | ’ 


wdp — pdw 


ww? 


ar —|22 wer p + |, du 


wo die vertikalen Striche a daß der absolute Betrag der 
zwischen diesen Strichen ee Größe zu nehmen ist. Man findet. 
p > _|dp 

af= ap +8 ‚de und — 4. 

Ein Irrtum von ß Prozent 2 der ae von 9 beeinflußt 
daher die Bestimmung von s um ß8°%,; gleiches gilt von emem Irrtum 
0%, bei der Bestimmung von w. | 


31. Die analoge Aufgabe für die Formel t= =V.; die bei kleiner 


Schwingungsweite (Amplitude) die Dauer der Schwingung eines mathe- 


1) Vgl. „Briefwechsel zwischen C. F. Gauß und H. C. Schumacher‘, hrsgg. 
von ©. A. F. Peters, Bd. 4,-S, 310, Altona 1862 (Brief von Gauß an Schumacher 
vom 26, September 1844). Gauß hält die oben stehende Form der Fundamental- 


formeln und der zugehörigen Gleichungen zwischen den Differentialen für die _ 


beste. 
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matischen Pendels von der Länge ! aus einer extremen Lage in die 
nächste extreme = angibt; g ist die Beschleunigung der Schwere. 
|öt 3 | | ı\ayl 5 

d= a E dg'= | — di + dg 

ja x 5 377 12979 

a 1 un ‚1dg 

+ 3 | 9 
Ein Fehler bei der eh von ! bzw. g, der A bzw. 7%, 
beträgt, beeinflußt daher die Bestimmung von ? im Betrage von 
41% bzw. 4 9%. 

32. Nach dem Snelliusschen Brechungsgesetz (vgl. 8.11, Aufg. 25) 
ist sine=nsinß. Man zeige nun, daß Lichtstrahlen von verschie- 
denen Wellenlängen und also auch verschiedenen Brechungsindizes 
(n bzw. n-+ dn), die unter demselben Winkel & einfallen, durch die 
Brechung in Richtungen abgelenkt werden, die von einander um 


. dß=— tgß - dn abweichen. 


Aus sine=nsinß folgt ncosß-dß + sinß-dn=O0. 

33. Die Messung der Stromstärke J eines galvanıschen Stromes mit 
Hilfe der Tangentenbussole gründet sich auf die Formel J = ctg«, wo 
« den Ablenkungswinkel der Nadel, c eine vom jeweiligen Apparat 
abhängige Konstante, den sogenannten Beduktionsfaktor, bedeutet. In 
welcher Weise beeinflußt ein bei der Ablesung des Winkels « be- 
gangener Fehler da die Angabe der Stromstärke J? 


IA a N er 208, 


cos?a«’ J sin«-co8®. sin?«' 


daher 


Ablenkungswinkel « von ungefähr 45° sind daher für die Ge- 
nauigkeit der Messung besonders günstig. 

34. Beispiel zu Aufg. 33: Die Unsicherheit “= Ablesung betrage 
+ 2’ oder in Bogenmaß + a also etwa + 
nach gleich 5°, 30°, 40°, 45°. 


a « sei der Reihe 


Hier wird — = = + ine und mit den a Werten 
von « erhält man für %7 * der Reihe nach + +, 4 NEN 


7 135 BR ni us Fe — 860° 

35. Bei der ergloilane der Intensitäten zweier Lichtquellen 
mit Hilfe des Fettfleckphotometers von Bunsen wird ein mit einem 
kreisrunden oder ringförmigen, scharf begrenzten Fettfleck versehener 
weißer Papierschirm auf einer mindestens 2 m langen Gleitbahn oder 
Bank verschoben, bis die an den Enden der Bank befindlichen, zu ver- 
gleichenden Lichtquellen den Fleck gleich stark beleuchten. Dies ist 
‘ der Fall, ‘wenn der Fleck scheinbar verschwindet. Sind i, und ;, die 
 Intensitäten der beiden Lichtquellen, a, und a, ihre Abstände von 
Dingeldey, Differential- und Integralrechnung. T, 2. Aufl. 3 


’ 
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dem Papierschirm, so ist alsdann &, :% = a,?:a,”: Es werde nun an- 
genommen, daß die Länge a, +a,—=.a der Photometerbank sowie die 
Intensität 2, der einen an genau bekannt sei. Wie groß ist 
dann der relative Fehler Se den man bei der Angabe der Licht- 


2 
stärke %, macht, wenn bei der Messung des Abstandes a, ein kleiner 
Fehler da, gemacht wird? 


Man hat = 2: er hieraus folgt di, = ESEL, da, 
di 2a 

und — = nn ide 
P a, (a — Q,) = 


36. Es sei v das Volumen, das die Masseneinheit eines unter dem 
Druck p befindlichen Gases einnimmt, R die der Dichtigkeit oder 
dem Molekulargewicht proportionale Gaskonstante, 7 die absolute Tem- 
peratur, d. h. die vom sogenannten absoluten Nullpunkt (— 273° C) 
an gezählte Temperatur. Alsdann heißt ein Gas ein ideales Gas, falls 
es das Mariotte-Gay-Lussacsche Gesetz befolgt, das die Formel 
pv= RT zum mathematischen Ausdruck hat. Wird p in Kilo- 
grammen, v in Kubikmetern angegeben, so ist für Luft R = 29,27. 
(Zur Bestimmung der Gaskonstanten R wendet man die Formel 
pv= RT auf einen bestimmten Zustand 9,,%,7, an. Für trockene 
Luft ist nun bei einer Temperatur von 0° C oder 7,= 275° und bei 
einem Druck p,= 10333 kg/qm das spezifische Gewicht d, = 1,293 


(kg/ebm), daher 
= — 0,1734 und RB — DR 99,97), 
0 0 
Man leite aus der Formel pv = RT die bei konstantem Druck 
bzw. bei konstantem Volumen bestehenden Gleichungen 


dv dT d aT 
Te und En RER 
ab, die von R ganz unabhängig sind. 
p-dv+v:-dp=R-dT. Bei konstantem Druck ist dp =(, bei 
konstantem Volumen dv =. i 
37. Die einem Körper zugeführte Wärmemenge d@ bewirkt zum Teil 
eine Erhöhung der lebendigen Kraft der Moleküle, d. h. eine Erhöhung 
der Temperatur des Korper zum Teil dient sie zur Überwindung der 
Kohäsion der Moleküle (Leistung innerer Arbeit), endlich dient sie zur 
Leistung äußerer Arbeit, z. B. zur Überwindung eines Druckes. Fassen 
wir die beiden ersten Teile i in einem Ausdruck dU zusammen (Ände- 
rung der inneren Energie) und nennen den letztgenannten Teil dZ, 
so ist dU + dL proportional dQ, etwa gleich W.d®Q, und die Bi 
auftretende Proportionalitätskonstante W ist die Anzahl Kilogramm- 
meter, die von einer Wärmeeinheit, einer „großen Kalorie“ (Wärme- 


NO 
menge, die ein Kilogramm Wasser von 144° auf 154° erwärmt) ge- 


Forn: 
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leistet: werden. Man findet W gleich etwa 427 Kilogrammeter. Durch 


Einführung von A= = „., ergibt sich in Kalorien dQ=A(dU-+dL), 


W 427 
die Formel für den Sogerannıen ersten Hauptsatz der mechanischen 
Wärmetheorie. 

Wenn die äußere Arbeit dZ, darin besteht, daß bei einem Druck p 
eine Volumänderung dv hervorgebracht wird, ist adL=9-dv und 
dQ= A(dU-+pdv). Man hat nun ten festgestellt, daß bei 
idealen Gasen u innere Energie U nur von der A T abhängt,') 


es Bi dU= - BT, somit wird dQ = A(G: 7AT + pdo). Hier ist 


| As or die es Wärme bei konstantem Volumen, also die bei einem 


ac des Gases eine Temperaturerhöhung um 1° bewirkende 
Wärmemenge, falls die Erwärmung des Gases bei konstantem Volumen 


erfolgt. Mit Benutzung der Bezeichnungsweise A ne — c, erhält man 


-dQ=c,:-AT+ Ap- dv. 

Die unter konstantem Druck bei einem Kilogramm des Gases eine 
Temperaturerhöhung um 1° bewirkende Wärmemenge ist die spezi- 
fische Wärme c, bei konstantem Druck. 

Man zeige nun mit Hilfe der Formel pv—= RT des Mariotte- 
Gay-Lussacschen Gesetzes, daß bei idealen Gasen die Gleichung statt- 
findet: | 

5 ,=AR. 

Es ist d9=c,:dT+Ap:dv, p-dv+v:-dyp=R-aT, somit 

dQ=(c,+AR)dT — Av dp. 

Da ım Fall dp = 0 die Größe dY gleich c,- dT wird, hat man 


«+ AR= c,. 


Daß C ER >60 ist, war zu erwarten. Denn bei konstantem Vo- 
lumen dient die Farealhrie Wärmemenge nur zur Temperaturerhöhung, 
während sie bei konstantem Druck auch zur Überwindung dieses 
Druckes bei der Ausdehnung gebraucht wird. Daher muß. 00, 
sein. Für atmosphärische Luft ist | 


„= 0,237, c,= 0,168, c,:c,= # = 1,410. 
38. Man zeige, daß die Gleichung dQ9 =c,-dT+ Ap:dv mit 
Hilfe von pv— RT und ,— c,= AR (vgl. Aufg. 36 und 37) in die 


49-3 v-.dp+c,:P:-dv) 


1) Allgemein ist eigentlich U eine Funktion vonp,vund T. Da nun zwischen 
p,v und T eine Gleichung, die Zustandsgleichung besteht, kann man z. B. p 
aus U eliminieren und U wäre dann nur noch Funktion von v® und T'; bei 


idealen Gasen fehlt aber auch v in dieser Funktion. 


g* 
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gebracht werden kann sowie in die Formen 
dd=e: re dQ=c, ‚AT = dp 


und 
AQ= IM. dp + xp: di). 


Folgt unter Benutzung von p.dv + v.dp=R-dT. 
39. Ein Gas möge sich der Formel pv” = konst. entsprechend aus- 


dehnen. Man zeige alsdann, daß die zur Herbeiführung einer Volum- 
Er 2 


änderung dv erforderliche Wärmemenge d® gleich p. dv ist. 


Folgt leicht mit Hilfe der Formel d9 = En G 1 +xp - dv) 
in ‚Aufg. 38. 
8 6. 
Unentwickelte oder implizite Funktionen. 


Zwei Veränderliche als Funktionen eines Parameters. 


1. Sind x und y durch eine Gleichung f(z, y) = 0 verbunden, die 
nach keiner der beiden Veränderlichen aufgelöst ist, so sagt man, dab 
die eine Veränderliche, z. B.y, eine unentwickelte oder implizite Funk- 
tion der anderen, &, ist. Für die beiden ersten Ableitungen von y 
nach x bestehen die Formeln: | 


wo der Index 1 jedesmal eine partielle we der Funktion f(x, y) 
nach x, der Index 2 eine solche nach y andeutet. Es ist also z. B. 


of 0? f a’y 
h= Ay? fe = EB In der Formel für Ta ist vorausgesetzt, dab- 


fie = fsı Sei, daß also die Funktion f(x,y) an der Stelle x,y stetig 
sei und daselbst stetige Ableitungen f,, fa, fi, habe (vgl. S. 22, Regel 3). 

2. Sind drei Veränderliche x, y, z durch eine unentwickelte Glei- 
chung f(x, y, 2) = 0 verbunden, so ist 3 eine unentwickelte Funktion 
von x und y mit den partiellen Abteilungen: 


 — -#, u =, wobei , = EL, 

3. Zwei Veränderliche x und y können auch dadurch in Ab- 
hängigkeit von einander stehen, daß sie Funktionen einer dritten, un- 
abhängigen Veränderlichen ?, eines sogenannten Parameters, sind: 
z=op(t), y=v(t). Die Elimination von t aus beiden Gleichungen 
würde eine Gleichung f(x, y) = 0 liefern. Wird diese Elimination nicht 
vollzogen, so bestehen für die beiden ersten Ableitungen die Formeln: 


dy_ vo dy_ PH — U: em 


Er a Tr 


ds gl)’ Frl ph° 


— 


Differentiation unentwickelter Funktionen. a 


| Beispiele. 
1. au? +2bxy + cy? + 2dx + 2ey dy _ ax +by+d 


+f=0, dx beteyte' 
ER a 
de aty' 


2 2 
2.5; +5 —-1=-0, 


3.022 + by? — (ex + d = 0, a ER © 


& b’y 
BR dy a sin 2x 
2 Br | 
4. asınc+bsin’y=0, a EICHE 


. dy  cosy— ycosz 
d. ysin2e — zcoy=(, nn 


3 
6. cos(a+y)—ay=0, 5 == te: 

MR se dy_  a+eye! a—ylax-+by) 
ax +by+tce !—=(, An  btene? b—x(aut+by) 


8. Im Punkt =2, y=1 der Kurve 
a? — Ta?y — By’ +40? — 10ay +82 —5y+18=0 
die Steigung zu bestimmen. 
Hier wird , =— 2, % = — 68, daher 2 -= — 2 Vor der Be- 


rechnung. von f, und f, wird man übrigens nachsehen, ob der Punkt 
%=2,y=1 wirklich der Kurve angehört. 
9. Man zeige, daB für die implizite Funktion et’? — c=0 die 


Ableitung „ a > konstant ist, ohne daß man en wirklich bildet. 
Die ldichumg läßt sich in der Form ax +by — Inc=0 schrei- 


ben und stellt daher eine Gerade dar. 


" 9 ERSE ML L 0  Dit Aut 
10. 5+5+5-1=0, Ei an Ti 
(Ellipsoid) 
< 02 02 
11. cos — cosy=®, ESS L SER Frereler ge 


(Scherksche Minimalfläche) | 
12. Für den Punkt z=2, y=—1 der Kurve 42° — 2xy — 5y? 
62 —4y— 7-0 die zweite Ableitung 9 zu bilden. 
Man findet 
Heike ed Bed =, Y = 164. 
Gehört der Punkt wirklich der Kurve an? 
13. Die gleiche Aufgabe für den Punkt x 0, y= 0 der Kurve 


- sinz+sny—ıy=(. 
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Hier wird 
d? r 
h =1, h=1; fı =, fe = 0, a} 
14. 2=acost, y=bsint, NZ LE REIN 
(Ellipse) = 7 
RL Es) dy.ı..d 
ee N du Asa 
(Hyperbel) 
16. 2=a(t—sint),y=a(l— cost), 2. Er cotz. 
(Gemeine Zykloide) 
17. 2=koos?t, y= m sin?t, U 2 cot2t. 
(Ellipse) 
TS esint ECO day. aesint 
PT Ldeost’ IT at beoost? de  e(acost-+b)' 
Ellipse oder Hyperbel, je nachdem a?> oder <b?. 
d b 
a une = 


Aus welchem inneren Grund ist hier = von t unabhängig, also 
konstant? 


20. Unter welchen Winkeln « erfolgen die Schnitte der Archi- 
medischen Spirale r = at mit der Polarachse (x-Achse)? Vgl. Fig. 10. 

Die Parameterdarstellung der Kurve ist = atcost, y=atsin t, 
sint—+tcost 
cost— tsint? 
(k ganze positive Zahl, Schnitte mit der positiven &-Achse) wird 
tg@a—=2kn, fürt=(2k + 1)r (Schnitte mit der negativen, x-Achse) 
wird tg@e=(2k+1)x. Erst für k= oo wird « ein rechter Winkel. 
Für den zuden Wertent=— 2kn 
bzw. = — (2k + 1) gehörigen 
Teil der Spirale erhält man 

tg@a=—2kn bzw. 


— (2k+1)a. 


= =tga— also unabhängig von a. Für t=2kr 


Fig. 11. 
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| 21. Die gleiche Aufgabe für die logarithmische Spirale r = at. 
Vgl. Fig. 11. 
NY cost sint-Ina 
Man findet allgemein „, =t1ga= 0. Dowohl 


— sint-+ cost.Ina' 
fürrt= 2 2kn als firt= + (2k+1)a wird tge--, also kon- 


stant. Bei der logarithmischen Spirale erfolgen überhaupt sämtliche 
Schnitte mit allen durch ihren Anfangspunkt gezogenen Geraden 
unter einem und demselben Winkel «, für den cot«= Ina ist (vgl. 
S. 54, Aufg. 31). 


22. Man bilde „ “y ‚falls z=olt), y=v(t) ist. 


PLA 
By de ya we) Beau — re)" 
ax’ dt" dt Per, 


| 23. Zu zeigen, daß die beiden Gleichungen f(x, y, 2)=0 und 
9(z, y, 2)=0, wenn sie zusammen y und z als Funktionen von x 


definieren, für die Ableitungen se und u die Ausdrücke liefern: 


dy Ah —h9Is de AR-hN, 


u u 


dx 9 — fs’ dx Rh 


Die Gleichungen \ de+f,dy+f,d2=0 undg, de+9,dy+9,d2= 0 
werden nach Division mit dx als Gleichungen mit den beiden Unbe- 


kannten =, und er aufgefaßt und nach diesen aufgelöst. 


| er 


und 


a 


Die Ausdrücke 4, — %9 = ae 293 — 139: = 


Rh -hI = ‘ af heißen die Funktionaldeterminanten von f und 9 
93 9ı 


hinsichtlich x, y bzw. y, 2 bzw. z, x. Man bezeichnet sie auch sym- 
bolisch so: 
N Be) a: 
By eNye) NZ; 


8.17. 
Einführung von neuen Veränderlichen. 


h 


Beispiele. 
1. Eine Kurve habe in Polarkoordinaten die Gleichung f(r, #)=0, 
die rechtwinkligen Koordinaten eines ihrer Punkte seien = r cos 9, 


y=rsin® Wie drückt sich = durch r, ® und die partiellen Ab- ---. 


leitungen von f(r, #) aus? 
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dunächst wird 
dy  sind.drtrcos®.d®, 
de cos®-dr—rsind.d®’ 


bei Einführung von = = —/f'(®):f (r) erhält man 


ay ..fF@) in®—rf(r) cos®# 
de fFW)cos®-+rf(e)sins 


2. Eine Kurve habe in rechtwinkligen Koordinaten die Gleichung 

f(x, y) = 0, die Polarkoordinaten eines ihrer Punkteseienr=+ Yx’-+ y}, 
$—=arctg 7, wobei cos®— —, sin®— % ist. Wie drückt sich GAR 
x 9 r dy 


durch x, y und die partiellen Ableitungen von f(x, y) aus? 
Zunächst wird 


dr  zdatydy , zdy— ydz, 


Den 


8 Verfyt  ardhyr 


bei NEE von a _ — fi: f, erhält man 
A a EVER TEEN, 
ee er A 


3. In welche Gleichung geht die „Differentialgleichung zweiter 
Ordnung“ | de d 
1-29), -2 72 +ny=0 \ 
über, wenn an Stelle von « die Größe £ durch © = cos? als Be 
hängige Veränderliche eingeführt wird?!) 


Hier wird 
INA. a’y.n d’y dy\ 3 
wi = — 73 : sın L, FE = (sin I» Fr — cost. 5 : SIn t, 
man erhält Ba) 
di? a ee 


4. Führt man in die Funktion Y=(r) an Stelle von r en 
Ausdruck r=Va®+ı % ein, SO BE 


tt 
a tout 


PER Rd 


ee ETRORFET ION es EN) Sr) 


A -f"(n)} Ss fr) = %r (r). 
Addition ergibt den Beweis. 


1) Vgl. E. Goursat „Cours d’analyse mathematique“, Paris 1902, S. 72. 
2) Zu der Abkürzung. AV vgl. 8. 25 und 26, Aufg. 7 bzw. 8. 
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5. Führt man r = a ® Ei N in.V= re) ein, so wird 
‚AV=5a+: 5 ta ey in). 


Folgt ähnlich wie zuvor. 


6. Zu zeigen, daß der Ausdruck () +52); wo V=f(&, y), 


bei Einführung von Polarkoordinaten r, $ durch @=rcos®, y=r sin $ 
übergeht in 
r Ir 
+0). 
Hier wird 
x 0% sin®, 


. 0 
an wobei 5. — = cos ®, Dr 


cos ie 


analog bildet man — =f(r) sin $ e A “ 
7. Zu zeigen, nis sich AP = da: Rn dy: ” bei der gleichen Sub- 


stitution verwandelt ın 


Or 1.0f 0°f 
rss en 
Hier wird | 
a N oV, sin® 6°V 89, oV, cos % 
Den en Fe dr ind + 75 70 
wobei F, = a ‚I=- or ” ist. Mit Rücksicht auf die in der Lösung von 
Aufg. 6 gegebenen Ausdrücke für V, und V, erhält man: 
0V : sin® 0 sin # 
rn) 


0°V ; cos# © cos # 
| ns+r@ “ 
woraus leicht die zu beweisende Gleichung folgt. 
48 Ken 
8. In welchen Ausdruck verwandelt sich AV=° EPE iR Er; Er en : 


wenn in die Funktion Vz, y, z) an Stelle von x, y, z räumliche Polar- 
koordinaten eingeführt werden durch 
z=rsinvcos®, y-rsinysind, Z=rcosy? 

Kann mit Hilfe des Ergebnisses der vorhergehenden Aufgabe ab- 
geleitet werden, indem durch die Substitution rsindy=o die Aus- 
drücke für x und y übergehen in =ocos®, y=osin®. Daher 
wird 

vv BE 107 107 
PERSIREDE N 00 10.008 
Aus oe=rsiny undz=rcosy ergibt sich in gleicher Weise 
DV 07 07 Ss 10V, 10V 
det! dei, ‘Or? uote or Tr 9y*? 


a ER A BEN E03 ae 1 nn ac Bea a a Fi tar ya het ae 
x v4 ) ir l Pa ts e 7 I 


49 ST. Einführung von neuen Veränderlichen. 
folglich | 
REEL BR a En 54 1:07. ; 1:08. 
are. 
Hier ist 
On... 0, or! OMoy LAU: OV cos’ 
de,’ dr de " Omdo vor BT 334? 
denn 
je 2 TR RL EIER 
0° + 2° liefert N ( 
und 2 
tg y = — liefert = = — 
Man N a e 
97 200, 10% 100, 10V com ı 87 
AV- Gate a an er De ah  e 
= 1:0°V ES: 08V 20V  cotwoV 


a Tee Ten 005 ae} 


9. Wie drücken sich die Ableitungen %', y”, y” einer Funktion 


N dx 20 „ d’x 
y=f(x) durch die Ableitungen a 


versen Funktion aus? Die inverse Funktion = p(y) ist hierbei die- 
jenige, die sich durch Auflösung von y= f(x) nach x ergibt. So ist 
2. B. = arc sin y die inverse Funktion zu y= sin «. 


x der in- 


2 ’ 1 den ZZ EB A 
Man findet leicht y’= ee V=-— rn 


. x 8 
10. Zu zeigen, daß die „Schwarzsche Differentialinvariante“ !) 


in der y', y”, y" Ableitungen einer Funktion y= f(x) sind, unver- 


ändert bleibt, wenn man y durch Bar ersetzt. 


Im folgenden mögen durch Akzente Differentiationen nach x an- 
a = ad—be ‚ 


gedeutet sein. Alsdann ist y’ = -*-z’= (era? 
U SR Eden 2er: v“_ I ee. al 
da bern (cz + d)® gg 5 (2 +d)°-2 ? 
k „8 3 „ 3 „1 [24 3 a 
und es wird %- — — (%,) Sl (7) 
Yy 2 \y) 2 2 \2 


S t sb \ y" ht y" 5 ; y" 3 . ; 1 % 
A etzt man übrigens ne p, so ge Pa Se In PEN 
über. 


1) H. A. Schwarz, Journal für die reine und angew. Mathematik Bd. 70, 
S. 116 (1869) — „Ges. math. Abhandlungen“, Bd. 2, Berlin 1890) S. 78 und 352ff., 
ferner A. Cayley, Trans. Cambridge Phil. Soc. Bd. 13, Teil 1 (1881), S. 5—63 
— Coll. papers Bd. 11, S. 148--216. Im wesentlichen kommt der Ausdruck, 
-wenn auch nicht in völlig ausgerechneter Form, schon bei Lagrange vor, vgl. 
Nouv. Mem. de l’Acad. roy. de Berlin, annee 1779, 8. 175 = Ostwalds Klassiker 
der exakten Wissenschaften,. Nr. 55, hrsgg. von A. Wangerin, $. 18 und 89f. 
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11. Wird ın der Schwargschen Differentialinvariante x durch 


er ersetzt, so findet die Beziehung statt:!) 


cz +d 
d’y d’y 2 
de® 3:1..de* _ (ad— be)? (y 3 y"\?® 
dy N dy |: (a-+dt (% RT (1%) ) 
de da | 


Hierbei deuten die Akzente wieder Differentiationen nach x an. 
Wird in ähnlicher Weise abgeleitet wie die Lösung von Aufg. 10. 

Man findet: 
dy ad—be , d’y _ ad—be (2 \ 
dz (ceta2I> dei (esta) |(ad— be)y’— 2cle2+d)y 1; 
ay_ ad—bc | 
de®  (c2+d)° 
woraus die zu beweisende Beziehung leicht folgt. 

12. Man zeige, daß die ‚Schwarzsche Differentialinvariante 


Gr dry N? . Baal‘ 
Y el eu a ee 
übergeht, wenn an Stelle der nach x genommenen Ableitungen y', y", 
2 3 
y" die Ableitungen 2’ = FE Fo ON = Fr eingeführt werden.?) 
Zum Beweis benutzt man das Ergebnis von Aufg. 9, S. 42. Die 
zu beweisende Gleichheit läßt sich übrigens auch in die Gestalt 
bringen: 


[(ad—be 24” — 6clad— be)(ez+d)y’ +6c(cz + a), 


rn ya 2a — 3° 


Ferner werde bemerkt, daß sich die Gleichung 2y'y” — 3y"’ = 0 
ergibt, wenn man die Gleichung zy+ax+by-+c=0 einer Hyperbel, 
deren Ns aploten den Koordinatenachsen parallel sind, dreimal nach x 
differenziert und aus den drei so entstehenden Gleichungen und aus 
zy+ax+by+c=0 die Größen a, b, ce eliminiert. Man erhält hier- 
durch 2y'y”—3y'’=0, und dies ist die „Differentialgleichung 
dritter Ordnung“, der sämtliche sage der genannten Beschaffen- 
heit genügen. 

13. In gleicher Weise wie v4 Aufg. 12 ist zu zeigen, daß der 


Ausdruck ad völlig unverändert bleibt, wenn man an Stelle der 
y,y" die Ableitungen x, &" einsetzt.°) 

1) Vgl. F. Klein, ‚Vorlesungen über das Ikosaeder und die Auflösung der 
Gleichungen vom fünften Grade“, Leipzig 1884, S. 75. 


2) J. J. Sylvester, Comptes Rendus, Bd. 101, 8. 1042f. (1885) und American 
Journ. of Math., Bd. 8, S. 197—203 (1886). Funktionen der obigen Art, die sich 


. also bei Vertauschung von y und x bis auf einen in den #', x”, &’”,... rationalen 


Faktor wieder reproduzieren, hat Sylvester Reziprokanten genannt. 
3) Dieser Ausdruck ist eine absolute Reziprokante. Er bedeutet geometrisch 
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88. 
Tangente und Normale bei ebenen Kurven, Tangenten- 
ebene und Normale bei Flächen. 


1. Die Gleichung der im Punkt P(z, y) einer ebenen Kurve ge- 
zogenen Tangente ist, wenn &, n laufende Koordinaten bedeuten: 


et ed 
E—ı da’ 
die Gleichung der Normale ist 2 iz =—1: 
1a. ne die Gleichung der Kurve in ner Form y=f(x) vor, 
so wird @ = y. 
1b. Liegt die Gleichung der Kurve in der Form f(&,y) = 0 
vor, so ist NY: a 


die Gleichung der Tangente wird 6 —-z), +m-Yh=0 
die Gleichung der Normale wird E— 2), -n-W)h= 


Liegt insbesondere eine algebraische Kurve n“* Ordnung vor 
und bringt man ihre Gleichung in die homogene Form f(x, y,2) = 0, 
indem man & und y durch #:z und y:z ersetzt und die Nenner 
mit 2 entfernt, so lautet die Gleichung der Tangente in homogener 


Gestalt 
eh tn +ih=d, 


wo f, die partielle Ableitung von f(x, y, z) nach z bedeutet. 

1c. Ist die Kurve durch eine Parameterdarstellung z—=gp(t), 
y=%b(t) gegeben, so erhält man 

als Gleichung der Tangente: &E—z)v () - (n—-y)yyH=0, 

als Gleichung der Normale: &E-)P(d)+n-W)r)=d. 

2. Werden die Koordinaten eines nicht auf der Kurve f(x, y)=0 
gelegenen Punktes in f(x, y) eingesetzt, so wird dieser Ausdruck ent- 
weder positiv oder negativ: die Kurve teilt die Ebene in solche Ge- 
biete, für deren Punkte f(x, y) positiv wird, und salohe N für 
die f(x, y) negativ wird. Bei der Ellipse f(x, y)= = SE re 1-0 
wird z.B. f(a, y) für im Inneren gelegene Punkte negativ, = äußere 
Fur Behr und dieses Verhalten kehrt, sich um, wenn f(x, y) mit 


1 = _ 5 identifiziert wird. ' Bei der Lemniskate fi, y)= (2? + y*)° 


das Qnadrat des zum Punkt. x, y der Kurve y=f(«) gehörigen Krümmungs- | 
radıus, Vgl. $ 18, Regel 2. 
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—20(@— y?)=0 (vgl. Fig. 16, 8. 54) ist f(x, y) negativ für Punkte, 
die von einem der beiden Ovale der Kurve umschlossen werden, po- 
sitiv im äußeren Gebiete. Ähnliche Betrachtungen kann man bei 
Flächen f(x, y, 2) = anstellen. 


3. Für den Winkel ß, den die im Punkt P der Kurve f(x, y)=0 
gezogene Normale mit der positiven Richtung der x-Achse bildet, 
gelten die Formeln: 


tgß = 2, coß = 


f, BRSERN, 
EV FT ayrrne 
und hier ist bei tYf?+f? das Plus- oder Minuszeichen zu 
setzen, je nachdem man die Richtung der von P aus sich in das 
positive oder in das negative Gebiet der Eibene erstreckenden Nor- 
male haben will’) Hiermit ist auch die eine oder die entgegengesetzte 
Richtung der in P gezogenen Tangente festgelegt, wenn man verab- 
redet, daß. die Tangente zur Normale stets so liegen soll wie die posi- 
tive x-Achse zur positiven y-Achse. Es kann alsdann in den vor- 
stehenden Formeln stets ß=« +47 gesetzt werden, wo « den 
Winkel der positiven Richtung der Tangente mit der positiven Rich- 
tung der x-Achse bezeichnet, 

Auch bei Kurven mit der Gleichung y = f(x) sind diese Kriterien 
anzuwenden, an Stelle von f (x, Y) De nur f(x) — y zu treten; f, ist 
alsdann gleich f (x) oder Y; h=- 

Ist eine Kurve durch eine eat = ze, y=vY(l) 
gegeben, so gelten für den Winkel «, den die im Punkt P mit dem 
Parameter t gezogene Tangente mit iS positiven Richtung der x-Achse 
bildet, die Formeln: 


vn cd = URN ‚ sne= Amen 3 
+yP@’+Y’ t+VP W’+WH' 
„und hier ıst bei der Quadratwurzel das Plus- oder Minuszeichen 
zu setzen, je nachdem die Tangente im Sinn des wachsenden t 
(d. h. in der Richtung, in der der Parameter ? beim Fortschreiten auf 
der Kurve von P aus wächst) gezogen ist oder im entgegengesetzten 
Sinn. Hiermit ist auch die eine oder die enigegengesetzte Richtung 
der durch P gezogenen Normale der Kurve festgelegt, wenn man wieder 
verabredet, daß die Normale zur Tangente so liegen soll wie die po- 
 sitive Y-Achse zur positiven z-Achse. Man hat dann in den vor- 
stehenden Formeln = ß—+x zu setzen, wo ß den Winkel der 


1) Vgl. Gauß „Disquisitiones generales circa superficies curvas, Bd. 6, 

8. 106 der Commentationes soc. reg. seient. Gottingensis recentiores (1828) — Werke 
Bd. 4, 8. 225; eine von A. Wangerin besorgte deutsche Ausgabe dieser Schrift 
| findet sich in Ostwalds Klassikern der exakten Wissenschaften, vgl. daselbst 
‘ Nr. 5,.8. 10. 


\ 


aa RL a dei ie a a ee arte 
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positiven Richtung der Normale mit der positiven Richtung der 
x-Achse bedeutet.?) 

Auch bei Kurven mit der Gleichung y= f(x) sind diese Kriterien 
anwendbar, sobald man =1t, y= ft) setzt, 

4. Ist r=f(#%) die Gleichung einer Kurve in Bolackootäthaten 
so gelten für den Winkel », den die in einem beliebigen Kurven. 
pünkt P gezogene Tangente mit dem Radiusvektor OP von P bildet, 
die Formeln: 

tgy = 2ER siny = BA en cos y= in 

Eyrfr: Lyretr: 

wobei 7’ = = —=f‘(#). Hier ist y derjenige Winkel zwischen Tangente 
und Radiusvektor, den die über P hinaus gezogene Verlängerung 
des Radiusvektors OP zu überstreichen hat, wenn man diese Ver- 
längerung durch Drehung im Sinn der wachsenden Polarwinkel 9, 
also auf Grund der 8. 2 getroffenen Verabredung durch Drehung in 
dem der Bewegung eines Uhrzeigers entgegengesetzten Sinn, in die 
Lage der Tangente überführen will. In den Formeln für siny und 
cosy hat man hierbei der Quadratwurzel das Plus- oder Minus- 
zeichen zu geben, je nachdem r = f(#), positiv. oder negativ ist. 
.. 5. Die Tangentenebene des Punktes P(x, y, 2) der Fläche 
f(z, y, 2) 0 hal In ned Koordinaten &, n, : die N 


G-Aht+tan-Whr&-Ah- 
Die Normale dieses Punktes P hat die Gleichungen 
_n-y_ ER 


fi f; a. 
sie bildet daher- mit den Koordinatenachsen Winkel «, 8, y, deren 
Kosinus die Werte haben 


2 2 
CODE IT > COS ar ee an ne a er 
en ea 
0o8y= nee 


+ Vh’- FAR Fr 

Hier ist der Quadratwurzel das Plus- oder Minuszeichen zu geben, 
je nachdem man die Richtung der von P aus sich in das positive 
oder in das negative Gebiet des Raumes erstreekenden Normale 
haben will. | | 


Beispiele. 
1. Wie lauten die Gleichungen der im Punkt =2,y=—1 
gezogenen Tangente und Normale der Kurve y=20?— 52?+3x— 35? 


1) Diese Kriterien für die Richtungen der Tangenten und Normalen bei 
Kurven, die durch eine Parameterdarstellung gegeben sind, verdanke ich einer 
freundlichen Mitteilung von Herrn S. Gundelfinger. 
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Für die Tangente findet man 7&E—n—15=(, für die Normale 
E+n+5=0. 

2. Die gleiche ‘Aufgabe für den Punkt = —2,y=3 der 
Kurve 42° — 32y? + 62° — day — Sy? +92 +14=0. 

Für die Tangente findet man % +2n+12=0, für die Nor- 
male 28 —- 97 +31=0. 

3. Man bilde ı in ua Koordinaten die Gleichung der im Punkt 


x, y der eine = +3 ;—1=0 gezogenen Tangente. 


m ARM) 

4. Wie lauten die ee von Tangente und Normale für 
den Punkt {=3 der Kurve = 351: —5, y=#?-— 4? 

Für die Tangente findet man 22— nn —3-=0, für die Normale 
E+2n—-14=V0. | 

5. Die gleiche Aufgabe für einen beliebigen Punkt ? der Ellipse 
T—4608t, y—bsint. 

Die Gleichüng der Tangente wird b&Ecost+ ansint—ab=(, 
die Gleichung der Normale a& sin — bn cost— (a?— b?) sintcost=(. 

6. Die gleiche Aufgabe für den Punkt =5x der Kurve = 
acost+bsint, y=ccost+dsint. 

Für die Tangente findet man c$ — an tad—bce= 0, für die 

Normale a8 + N — ab—cd=0. 
7, Wenn ein Kreis (Radius @) auf einer Geraden (<-Achse) rollt 
ohne zu gleiten, so beschreibt ein mit dem Kreis fest verbundener 
Punkt eine Kurve, die als Zykloide bezeichnet wird. Ihre Parameter- 
darstellung ist: 
—at—bsint, y=-a—bcot, 


wobei b den Abstand des die Kurve beschreibenden Punktes vom 
Mittelpunkt des rollenden Kreises bezeichnet; ? ist der Wälzungs- 
winkel, d.h. der Zentriwinkel, der dem auf der x-Achse abgerollten Bogen 
des Kreises zugehört. Dabei ist diese Bogenlänge von derjenigen 
Anfangslage aus zu messen, bei der der Punkt P und der Mittel- 
punkt des rollenden Kreises auf der y-Achse liegen, insbesondere P 
die Ordinate y=«a— b hat. Der Wälzungswinkel kann daher absolut 
genommen größer sein als beliebige ganzzahlige Vielfache von 2x. 
Man zeige nun, daß die in einem Punkt der Kurve gezogene Normale 
durch den jeweiligen Berührungspunkt des rollenden Kreises mit der 
x-Achse hindurchgeht. Vgl. Fig. 35 und Aufe. 6, S. 98; die drei 
Kurven der Figur entsprechen den Fällen b>a,b=a und b<a. 
Die Gleichung der Normale ist | 


G—at+bsnt)(a—beosY+m—a+bcostbsnt=(0, 
die Abszisse des genannten Berührungspunktes it $=at, n =. 


7 
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8. Wie lautet die Gleichung der zu der Geraden x — 31-520 
parallelen Tangente der Parabel y„ — 4x = 0? 

Kinerdetter ist „=tga= +, andrerseits 2yy—=4 oder Y=2: y: 
daher findet man y=6,,x = 9 als Koordinaten des Berührungspunktes 
und „—6=%3(&—9) oder &-3n+9=0 als Gleichung der Tan- 
ae 

. Zu zeigen, daß die in einem beliebigen Punkt P(x, y) der 
ie y=cz" gezogene Tangente auf der x-Achse ein Stück abschneidet, 


das gleich (1 -—) x ist. 


Die ee SE Tangente ist cna”- = nn (n — 1) v0; 
—1 


für y= 
gende Anwendung zur Könstralkiion der Tangente des Punktes P. 

10. Trifft die in einem beliebigen Punkt P der Kurve ar" —c=0 
gezogene Tangente die y-Achse in S, die x-Achse in 7, so ist das 
Verhältnis SP: PT konstant, rohe gleich m:n. Je nachdem 
m:n positiv oder negativ ist, liegt P zwischen S und 7 oder auf 
einer der beiden Verlängerungen der Strecke 57. Dies soll bewiesen 
werden. Vgl. Fig. 49, S. 119. 

Die Gleichung en N ist 5 —-z)my+(m—y)nz=0; für 


=-0 wrd&E=1{1 + x, und die Behauptung ist nun leicht zu 
N ptung 
beweisen. 


11. Zu zeigen, daß die Länge 
des vom Koordinatenanfang auf 
die Tangente des Punktes x, y 
der Kurve f(x, y) = 0 gefällten 
Lotes gleich 
Va’+th® 
ist. 


12. Die Richtigkeit folgen- 
der Konstruktion nachzuweisen: 
Soll in einem Punkt P(&, y) 
einer Kettenlinie 


x Bar, +e me) 


Fig. 12. . die Tangente konstruiert werden, 

so beschreibe man um den Schei- 

tel $ der Kurve mit der Ordinate von P als Radius einen Kreisbogen. 
Dieser schneidet die x-Achse in zwei Punkten. Derjenige von beiden, 
der mit P auf derselben Seite der y-Achse liegt (er heiße 2), vn 
mit S verbunden (Fig. 12). Alsdann ist das von P auf SL gefällie 


‘gende Konstruktion der Parabeltangente seines 
beliebigen Punktes P, wenn außer P noch der 


' Man fällt von P auf die Scheiteltangente das 
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Lot PT die Tangente von Pp. eine durch P gezogene Senkrechte zu 
PT ist die Normale von P. 


Auf Grund der Konstruktion. ist XOSL=<X PTL, tg(OSL) 
= 0L:08 En da man, am besten unter Benutzung der hy- 
perbolischen Funktionen (vgl. 8.7, Aufg. 6), auch En = nz findet, 


ist tatsächlich X PTL der Winkel «, den die Tangente von P mit 
der positiven Richtung der z-Achse einschließt. 


13. Welche Bedingung müssen die Koordinaten x, y ‚eines 


. Punktes P_ der Kurve f(x, y) = erfüllen, wenn a) die in P gezogene 


Tangente oder b) die Normale von P durch den Koordinatenanfang 
gehen soll? 


dy Y dy & 
AR een re 

14. Bei der Kurve @zy? — c=0 diejenigen Punkte zu bestimmen, 
deren Normalen durch den Koordinatenanfang gehen. 


Es muß y?= 22°? sein; man findet = ve y- + VEy2. 


15. Welche. Beziehüng muß zwischen den Halbachsen a, b der 
Eilipse z=ucost, y=bsint und den Koeffizienten A, B, © der 
Gleichung einer Geraden Ar + By+Ü=0 stattfinden, wenn die 
Gerade eine Normale der Ellipse sein soll? 

Nach 8.47, Aufg.5 findet man A: b:C=asint:—bcost: 
— (a? — b?) sin £ cos t, woraus (a? — b?)?’ A? B?= 0?(A?b?-+ B?a?) folgt. 

16. In jedem Punkt der Parabel „” — px = 0 denke man sich 
die Tangente gezogen und das vom Berührungspunkt bis zum Schnitt 
mit der x-Achse gemessene Stück derselben halbiert. Es soll gezeigt 
werden, daß diese Halbierungspunkte die Scheiteltangente der Parabel 
erfüllen. 

Die Gleichung der Tangente ist pE — 2yn px =0, sie trifft 
die x-Achse in Punkt &=— x, der Ort der Halbierungspunkte ist 
daher &= 0, Hieraus ergibt sich zugleich fol- 


Scheitel O und dessen Tangente bekannt sind: 


Lot PQ; die Verbindungalinie von P mit dem 

Mittelpunkt M der Strecke OQ ist die gewünschte 

Tangente (Fig. 13). Fig. 13. 
"17. Wie lauten bei schiefwinkligen Koordi- 


 naten mit dem Achsenwinkel & die Gleichungen von Tangente -und 


ar 
PAR: 


Normale eines Punktes x, y der Kurve f(z, y) = 
Dingeldey, Differential- und Integralrechnung. I, 2. Aufl. 4 
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Nach Aufg. 11, S. 4 findet man auch jetzt re == au als Glei- 


chung der Tangente. Als Gleichung der Normale ergibt sich zunächst 
NEIL eg ß.den Winkel bedeutet, den die Normale mit 
£E— x sin(o@—ß)’ 
der Be Richtung der x- Achse bildet. Mit Rücksicht auf ß=rx+« 
und © Er — — ——  _ findet man schließlich für die Normale die Glei- 
x  ‚sin(®— e) 

chung i 

NZENNENY 1-+y’coso I 

E20 yUE co? wobei Y de 


18. Welches ist der geometrische Ort aller Punkte, in denen die 


Schar von ‘Kreisen @?+y’—2aiz +1?—b?=0 (a, b Konstanten, A ein 
veränderlicher Parameter) durch Parallelen zur x-Achse berührt wird? 

Der Ort ieh = Kegelschnitt x’(1 — a?) + a’y? — a?b?’= 0, denn 
die F orderung © — —=( liefet = —. Je nachdem a?<1, =1, oder 


= 1 ist, ER Ge Kegelschnitt eine Ellipse, das Parallelenpaar 
y”— b?=( oder eine Hyperbel. 

19. Welches ist der Bea Inch Ort aller Punkte) in denen die 
Kurven der Schar von Parabeln ay’ — 4x — A) = 0 düreR Geraden 
berührt werden, die mit der positiven Richtung der x- Achse einen 
Winkel von 450 bilden? 


Man u die Parabel 42° + y— 4zy— Say=0, denn die 


Forderung 9 —.—1 liefert 1?— 2ay. 


2 Gesucht wird der geometrische Ort aller Punkte, in denen 
die Kurven der Schar y= 4x” -durch Geraden berührt werden, die 
mit der positiven Richtung der x-Achse einen Winkel « bilden, für 
den tg@e = x Ist. 

Hier wird «= Anz”-!, man findet als Ort die durch den Koor- 


dinatenanfang gehende Gerade y = nz 


21. Die Fußpunkte der von einem beliebig, aber fest gewählten 
Punkt P,(x,, y,) nach der Kurve y=cx” gezogenen Normalen liegen 


auf einem von der ee c unabhängigen Kegelschnitt. 


Die Gleichung en _ ar der in einem beliebigen Punkt 
der Kurve gezogenen Normale muß durch $=x,, 7 =y, erfüllt 


werden. Die Fußpunkte liegen auf dem er 
2+nyP—ce—nyy=L, der in = =, y- 2 

seinen Mittelpunkt hat; bei positivem »n ist der Kegelschnitt eine 

Ellipse, bei negativem n eine Hyperbel. 

22. Die gleiche Aufgabe mit Bezug auf die Kurve y= sin z. 


inc > 
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Man erhält die Kurve vierter Ordnung 


@-2°+W- u’ -D-0, 
dieinz=2,y=y, sowie auf der &-Achse im Unendlichen Doppel- 
punkte (vgl. $ 15, Nr. 1 und 2, S. 99£.) besitzt. Die Berührungs- 
punkte der von P, an die Kurve y= sin & 
zu ziehenden Tiangenten liegen auf der 
Kurve vierter Ordnung 


Yen ra@- DO. 

23. Die Berührungspunkte der Tan- 
genten, die man von einem festen Punkt 
P,(&,, y,) an eine logarithmische Spirale 
r = a’ ziehen kann, liegen auf einem durch 
P, und durch den Pol O der Spirale 
gehenden Kreis. (Fig. 14). Vgl. auch 
Aufg. Nr. 17, 8.70. 

Setzt man = a’cost, y=a’sint, so folgt für die Gleichung 
der im Punkt t gezogenen Tangente der Kurve: 

(8 — a’cos t)(cost+ sint- Ina) — (n — a'sin t\(— sint+ cost‘ Ina)a'=(. 

Diese Gleichung muß durch &E=x,, 7=y, erfüllt werden; andrer- 
seits lassen sich in sie die Koordinaten x, y des Berührungspunktes ein- 
führen, wodurch sich schließlich «+ y’— x (2, —y,Ina)--y(y, +2, Ina)=0 
ergibt. 3 

Die Fußpunkte der Normalen, die man von P, auf die Kurve 
fällen kann, liegen auf dem Kreis (-+y)Ina—z(y,+z,Iina) 
+y(& —y,lIna)=(0, der gleichfalls durch O und P, geht. Diese 
beiden Sätze folgen übrigens rein geometrisch, ohne jede Rechnung 
aus der Tatsache, daß bei jeder logarithmischen Spirale der Winkel 
zwischen Tangente und Radiusvektor des Berührungspunktes konstant 
ist (vgl. Aufg. 31). Vgl. auch Aufe. 17, 8. 70. 

24. Man bestimme diejenigen Punkte der Ellipse «=a cost, 
y=bsint, deren Normalen vom Mittelpunkt der Kurve den Ab- 
stand d haben. | a 

Mit Hilfe von Aufg. 5, 5.47 findet man d? = en ; 


woraus unter Benutzung von =a?—c?, sin?t=1—-cos?t der Wert: 


ce? +d?+YR wo R=-( +4) — 4a:d, , 


20? 4 


co?t= 


_ hervorgeht. Der Radikand R läßt sich hierbei zerlegen in 


(a+d+b)(a+d—-b)(a —d+b)(a—d-—b).. 
Selbstverständlich ist d<a; damit R positiv wird, muß also 


auch d<a—b sein, und dann ergeben sich, da VYR<e+.d?, offenbar 
4* 
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für cos?i zwei verschiedene positive Werte, also für cost zwei ver- 
schiedene positive und zwei verschiedene negative Werte. So lange 
d<a—b, gibt es daher auf jedem Quadranten der Ellipse zwei 
Punkte der gewünschten Art. Im Falle d=a—b fallen beide zu- 


sammen, man erhält dann im ganzen die vier Punkte = a 
a 
y_ u ‚ wobei alle Vorzeichenkombinationen zu nehmen sind. Wir 


werden diesen Punkten noch mehrfach begegnen (vgl. Aufg. 32 und 
Fig. 53, 8. 123£.). 

25. Für die Kegelschnitte der konfokalen Schar (vgl. Aufg. 5 und 
Fig. 20, S. 60): 


f@yA)=4 to, 1=0 


ist der geometrische Ort aller Punkte zu bestimmen, deren Tangenten 
mit der positiven Richtung der x-Achse einen Winkel « bilden, für 
den tga=x% ist. 

Aus fa@,y,A)=0 unde=-—fi: e; hat man A zu eliminieren. 
Es ergibt sich die gleichseitige Hyperbel 

x. —y’) + (® — Day — (a —D) = 0, 

die mit den Kurven der Schar konzentrisch ist und durch ihre ge- 
meinsamen Brennpunkte geht. Eine Asymptote dieser Hyperbel ist 
zur Richtung « parallel. 

Da sich die Kurven der Schar rechtwinklig schneiden (vgl. Aufg. 5, 
S. 59), ergibt sich bei der Frage nach dem Ort aller Punkte der 
Kurven, deren Normalen mit der positiven Richtung der x-Achse 
einen gegebenen Winkel « einschließen, dieselbe Hyperbel. ; 

26. Dieselbe Aufgabe für die Schar konfokaler Parabeln 


y"— 2(p Me +Mp—1)=- | 
Man findet die x-Achse (entsprechend « = 90°) und die Gerade 
22.2 + —lV)y—xp=V0. 

Alle diese Geraden, die zu verschiedenen Werten von x gehören, 
gehen durch den gemeinsamen Brennpunkt 2=5p, y=0 der kon- 
fokalen Parabeln, und jede bildet mit der x-Achse einen Winkel y, 
der doppelt so groß ist wie der Winkel «. Für «= + 45° erhält 
man die Gerade =+p. | 

27T. Sind y=f(x) und y=g(x) die Gleichungen zweier Kurven 


und hat eine dritte Kurve die Gleichung y = N ne ‚so gehen 


alle diejenigen Tangenten dieser Kurven, die zu Punkten mit der- 
selben Abszisse gehören, durch einen und denselben Punkt.') 


1) Vel.. G. Peano, „Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale“, 
Torino 1887, 8. 91. ; 


Tangente gezogen und auf ihr von P 


habe Va da Del le Zn 5 DEREN EN 
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Es seien y=y, und y=Y, die zur Abszisse x gehörigen Ordi- 
naten der Kurven y=f(x) und y=g(x); dann bestehen bei den drei 
Kurven folgende Gleichungen der in den Punkten mit der Abszisse x 
gezogenen Tangenten: 


T,=6-2)f@)—- W-y)=I9, T,=6-Da)- (mn -y)=0 
mi me Hng ) my tny\ _ 
ren lese 


Nun ist offenbar (m+n)T=mT,+nT,, zwischen den linken 
Seiten der drei Tangentengleichungen besteht daher eine lineare Be- 
ziehung, d. h. die drei Geraden gehen durch einen und denselben 
Punkt, Mealleh: 


ER (fa) — gm) + ge) — fx) ma Zrdg m, 

| f@-9(@ TR Pe) 
28. In jedem Punkt P der durch die 

Parameterdarstellung z=o(t), y= (tl) 


gegebenen Kurve denke man sich die 


aus nach beiden Seiten eine Strecke von 
der konstanten Länge ! abgetragen (Fi- 
gur 15). Zu zeigen, daß für den geo- 
metrischen Ort der Endpunkte Q,, ; 
dieser Strecken die N 


pr - ++ 
| R Var A 
besteht. 
Die Gleichung der Tangente ee 1 liefert &-9=0p, 


n—-%=6W', wo 6 einen Proportionalitätsfaktor bedeutet, der mit 
Hilfe von (&£—9)’+ (n—Y)’=1? zu bestimmen ist. So Sa man 
die obige Parameterdarstellung, bei der die beiden Vorzeichen der 
Quadratwurzel den beiden Orten der Punkte Q, bzw. Q, entsprechen. 
29. Die gleiche Aufgabe wie zuvor nur mit dem Unterschied, 
daß die Strecken von der konstanten Länge ! von P aus auf die 
Normale nach beiden Seiten hin abgetragen werden. Die äußeren 
Endpunkte dieser Strecken erfüllen alsdann eine äußere, die inneren 
Endpunkte eine innere Parallelkurve zu der gegebenen Kurve. 
Man erhält 
a ee 
BE ae NT Tyan 
wo die oberen bzw. unteren Vorzeichen zusammengehören. Vgl. auch 
Aufg. 22 in $ 19. 
380. Bei der Archimedischen Spirale r=a% bildet die dem 
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Punkt $=1 (in Gradmaß = 57°17’44”,8) zugehörige Tangente mit 
dem Radiusvektor einen Winkel von 45°. Vgl. Fig. 10, 3.38. 
tgy=®% (nach 8. 46). 

31. Bei der logarithmischen Spirale r=a?” ist der Winkel 
zwischen Tangente und Radiusvektor des Berührungspunktes konstant 
(Fig. 14, S. 51); speziell bei der Kurve r=e” beträgt er 45°. Vgl. 
Aufg. 21, S. 39. 


Man findet tg9 = .- ‚ also ist y von # unabhängig. 


32, Der Winkel y, den die in irgend einem Punkt r, & der 
Sinusspirale!) r" = a” sin m® gezogene Tangente mit dem Radius- 
vektor bildet, ist gleich m®, und das vom Anfangspunkt des Koordi- 
natensystems auf die Tangente gefällte Lot bildet mit der Polarachse 
den Winkel = (m +1)$® — Ex. Ä 

Hier wird mr" =!.2’—= ma" cosmd, tgy=r:r'=tgm®, daher 
y=m®%. Ferner sty=p—-9+42,9=y+9#—!z=(m+1)d— x. 
Vgl. auch Aufg. 28 und 30 in $ 18. 

33. Bei den Sinusspiralen r” = a” cos m® ist jener Winkel 7 
gleich m® +4, der soeben mit @. bezeichnete Winkel gleich (m +1) ®. 

Es wird tg 9=r:r =— cotm®=tg(md +3r), daher y„=md +3z. 
Ferner st y=9 —-9+%x7,9=7+9—-37=(m+1)9. Vgl. auch 
Aufg. 28 in S 18. 

Aus dem Ergebnis folgt offenbar eine Konstruktion für Normale 
und Tangente eines beliebigen Punktes der Sinusspvrale, also auch z. B. 
eines Punktes der Lemniskate 
r?= 2c?cos2%, die man im Fall 
m=2 erhält (Fig. 16). Für sie 
wird 9g=<TO0xr=3%, wo 
= <POx ist. 

Die Lemniskate ist der geo- 
metrische Ort aller Punkte, für 
die das Produkt der Abstände 
von zwei festen Punkten F\, F,, 
| den sogenannten Brennpunkten, 
konstant und zwar gleich dem Quadrat c? der Hälfte des gegenseitigen 
Abstandes 2c der beiden Brennpunkte ist. Das Wort Lemniskate 
stammt von dem griechischen Anuvisxog, zu deutsch Band oder Schleife. 

34. Wird in irgend einem Punkt P(x,y,z) eines Ellipsoids 


Fig. 16. 


2 2 2 
sth+5 1-0 


1) Zu den Sinusspiralen und ihrer Literatur vgl. den Artikel von G. Scheffers 
über „Besondere transzendente Kurven“ in der Enzyklopädie der mathematischen 
Wissenschaften III D4, S. 216—222. 
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die Normale errichtet und bildet diese mit den Koordinatenachsen die 
Winkel «, ß, y, während die Winkel zwischen dem Radiusvektor von 
P und den Achsen gleich e, 6, sind, so findet die Beziehung statt: 


SSL N ee 
Dies soll bewiesen werden. 
\ . 
Die er. der Bone des Punktes P ist 


a? a 1+- BT WCHE 1 a: 0; 
die Normale von P bildet ar den Koordinatenachsen Winkel 
&,ß,Y, für die cos«@:cosß:cosy= ni Be : r folgt. Andrerseits 


bildet der Radiusvektor r des Punktes P mit den Achsen Winkel 


5 x Die . : 
0, 6,r, wobei c0s0 =, 0056 — = cos T — -- ist. Aus diesen Glei- 


' ehungen ergibt sich die behauptete Beziehung. 

35. Auf einen Punkt P, der gezwungen ist, auf einer ebenen 
Kurve zu bleiben, wirken von den Koordinaten des Punktes abhängige 
Kräfte, deren Resultante (Mittel- 
kraft) die den Koordinatenachsen 
parallelen Komponenten (Seitenkräfte) 
X, Y besitzt. Wie findet man die- 
jenigen Stellen der Kurve, an denen 
sich P unter Einwirkung der Kräfte 
im Gleichgewicht befindet, und zwar 
a) wenn die Kurve die Gleichung 
fi, y)=0 hat, b) wenn sie durch 
eine Palameterdarstelling z= ol), 

v(t) gegeben ist? 

= muß so gelegen sein, daß 
sich die auf die zugehörige Kurven- 
tangente PT fallenden Komponenten von X und Y gegenseitig auf- 
heben, also eine identisch verschwindende Summe besitzen. Diese 
- Komponenten sind (vgl. Fig. 17): 

Xcos(TPX) und Ycos(TPY)=Ysm(7TPX), 


also im Fall a): 


Kae Ey 
| VER VErHRe 
daher muß X/, — Yf, verschwinden, d.h. 
X 3% 20 
AR 


sein. Aus dieser Gleichung id, aus f(x,y)=0 sind die Koordinaten 
der gesuchten Punkte zu berechnen. 
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Sind X und Y die nach x bzw. y genommenen partiellen Ab- 
leitungen einer Funktion V(x, y), d. h. haben -die Kräfte eine Kräfte- 
funktion oder ein Potential, so ist vorstehende Determinante nach 
Aufg. 23, 8. 39 die Funktionaldeterminante von V und f. 

Im Fall b) erhält man für die Parameter der gesuchten Punkte 
die Gleichung Xp (ft) + Yy’(l)=0, wo X, Y gegebene Funktionen 
von ? sind. 

36. Die analoge Aufgabe für eine Raumkurve, die a) als Schnitt- 
kurve zweier Flächen f(z,y,2)=0 und g(z,y,2)=(0, b) durch eine 
Parameterdarstellung = gt), y=ı(l), 2= vY(f) gegeben ist. Die 
Resultante der wirkenden Kräfte habe die den Koordinatenachsen 
parallelen Komponenten X, Y, Z. 

Man hat im Fall a) die drei Gleichungen 


Xdx + Ydy+ Zdz=0, 
hax+hdy+hdz=0 und dcr + gdy+gde—0, 


aus denen 


xyz 
hfkh 
9ı 92 93 | 


folgt. Sind X, Y, Z die nach x bzw. y bzw. 2 genommenen partiellen 
Ableitungen einer Kräftefunktion V(z,y, 2), so ist diese Determinante 
die Funktionaldeterminante von V, f und g (vgl. Aufg. 35). 

Im Fall b) muß Xop’(t) + Yı; () +Zyv(l)=0 sein. 

37. Die analoge Aufgabe für eine Fläche f(x, y, 2) = 0. 

Der Punkt P befindet sich im Gleichgewicht, wenn die Resul- 
tante R der wirkenden Kräfte in die Flächennormale von P fällt. 
Für X=Roeose, Y=Rcosß, Z= Rcosy tritt dies ein, wenn die 
Winkel «, ß, y zwischen der Resultante R und den Koordinatenachsen 
zugleich die Winkel zwischen der Normale und diesen Achsen sind. 
Da 608 @:c0sß:cay=fı:f:f, erhält man X: = FT: = Z:fs; 
in Verbindung mit f(z,y,2)—=0 bestimmen diese Gleichungen die 
Koordinaten der gesuchten Gleichgewichtsstellen. 

38. Ein iaterieller Punkt (Masse m) ist gezwungen, auf der 
Parabel 2? —py=0 zu bleiben; auf ihn wirkt die Schwerkraft und 
eine horizontale Kraft H. An welcher Stelle der Kurve befindet 
sich der Punkt nach dem zu Aufg. 35 gehörigen Ergebnis im Gleich- 
gewicht, wenn die positive Richtung der y-Achse vertikal nach oben 
genommen wird? 

Wirkt H parallel zur positiven Richtung der x-Achse, so ist 
X = H; ferner ist Y=— mg, wenn g die in der negativen Richtung 
der y-Achse wirkende Beschleunigung der Schwere bedeutet (für 
Berlin ist 9= 9,81 m). Die Gleichungen 
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H — mg 
=0 und —py=0 
9%: —p PY 
\ Hp Beh! 
liefern x = Img y = Amtg! : 


39. Ein Faden von der Länge 2a ist in seinen beiden Endpunkten 
F,, F, befestigt und trägt ein (etwa mit Hilfe eines Ringes) ver- 


 schiebbares Gewicht ®. Man zeige, daß Gleichgewicht vorliegt, wenn 
das Gewicht Q an einer solchen Stelle der durch F,, F, als Brenn- 


punkte und die Hauptachsenlänge 2a bestimmten Ellipse aufgehängt 


ist, deren Tangente horizontal verläuft. 


Der Angriffspunkt P des Gewichtes befindet sich jedenfalls auf 
einer Ellipse, die F,, F, zu Brennpunkten und 2a zur Hauptachse 
hat; ihre Gleichung sei f(x,y)=0. Man erhält alsdann 

0-0} 
h RAR 
also f, = 0, d. h. die in P gezogene Tangente muß zu der horizontal 
liegenden x-Achse parallel sein. Die Geraden PF, und PFy, sind 
gegen diese Tangente unter gleichen Winkeln geneigt (Fig. 18). 

40. Man bestimme unter denselben Voraussetzungen wie bei 
Aufg. 35 die Größe D des Druckes, 
den der Punkt P vermöge der auf ihn 
wirkenden Kräfte auf die Kurve ausübt. 


0, 


Q 
Fig. 18. 


Hier ist die algebraische Summe der auf die Normale von P 
fallenden Komponenten PK und PL von X bzw. Y zu bilden. Man 


findet (Big, 19, PR Xsina, PL-Yeosa oder PE=— HR, 
| Yf ? +Yf, +fs 
PL= — 2, der gesuchte Druck wird daher 
Vi +” KT 
NER es an ee 
| VYh’+R° 


41. Ein materieller Punkt P (Masse m) befinde sich unter 
Einwirkung der Schwerkraft und sei gezwungen, auf der Ellipse 


Sfr Ye — 1=0 zu bleiben. Welche Horizontalkraft X muß auf ıhn 
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einwirken, wenn er sich an jeder Stelle der Ellipse im Gleichgewicht 


befinden soll und sich die positive Richtung der y-Achse wieder 
vertikal nach oben erstreckt? Wie groß ist außerdem der Druck D, 
den der Punkt alsdann auf die Ellipse ausübt? 


Man hat 
x —mg| 
ze y |=0, daher X = Se en 
al SDR 
Der gesuchte Druck wird 
| a Re Dr a 
D= | — ra taty? = Ve + aty? . 


42. Ist ein Punkt P gezwungen, auf der Kurve f(x,y)=0 zu 
bleiben und wirkt auf ihn eine Kraft mit Komponenten X, Y, die 
gleich den Koordinaten von P sind, so übt er an der Stelle P auf 


die Kurve einen Druck aus, der durch die Länge des vom Koordinaten- 


anfang auf die Tangente von P gefällten Lotes dargestellt ist. 
Folgt aus den Ergebnissen von Aufg.40, 5.57 und Aufg. 11, 5.48. 


89. 
Winkel, unter dem sich zwei Kurven schneiden. 


1. Für den Winkel x, unter dem sich zwei Kurven f(x, y) = 0 
und g(z,y)=0 in einem Punkt P,(x,, yı) schneiden, gilt die Formel 
hr N 
Eee, ie ah 
Van 
Bezüglich der beiden Vorzeichen bemerken wir Folgendes: Der 
Winkel, unter dem sich die Kurven in P, schneiden, ist zugleich der 
Winkel ihrer in P, gezogenen Tangenten. Wird im Augenblick von 
dem Fall der rechtwinkligen und dem der parallelen Lage der beiden 


Tangenten abgesehen und werden auch die überstumpfen (konvexen) 


Winkel, die beim Schnitt zweier Geraden stets vorkommen, unbe- 
rücksichtigt gelassen, so ist von den Winkeln der Tangenten der 
eine (und sein Scheitelwinkel) spitz, der andere (und sein Scheitel- 
winkel) stumpf. In der vorstehenden Formel ist nun % derjenige 
Winkel dieser Tangenten, der in seiner Größe mit dem konkaven 
Winkel der vom- Koordinatenanfang O0 auf die Tangenten gefällten 
Lote übereinstimmt. Man hat in der Formel für tgx rechts das 


Plus- oder Minuszeichen zu setzen, je nachdenı die von O auf die 


Tangenten von f(x,y)=0 bzw. y9(x,y) =0 gefüllten Lote so zuein- 
ander liegen wie die positive x-Achse zur positiven y-Achse oder 
umgekehrt. ' 
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2. Zwei Kurven f(x,y)=0 und g(x,y) = 0 berühren sich in 
einem gemeinsamen Punkt x, , y,, falls If %-h I\= N ist; sie schneiden 


je 


sich rechtwinklig, falls fı Aıtfs 9| —=( ist. 


y=Yı 


Beispiele. 


1. Unter welchen Winkeln schneiden sich der Kreis ? +y? —8=0 
‚und die Parabel „” — 2x = 0? 

Die Kurven schneiden sich in zwei Punkten P, und P, mit den 
Koordinaten 2, = 2, y, =2 bzw. ,=2, y = — 2; außerdem haben 
sie zwei imaginäre Punkte gemeinsam. Für den Punkt P, wird 

404 4 4% 4y 7 
| tg x, — | 2 ee für P, wird tg 2, = — ee er 
y=2 y=-2 
daher ist %, = x, = 11033’ 54”. 

2. Unter welchen Winkeln schneiden sich die Parabeln „” — px = 
und 2? —py=0? 

Die Kurven schneiden sich im deklenatlang rechtwinklig, 
für den Schnittpunkt = y=p wird <= — }, x = 143749"; 
die beiden übrigen Be einen Punkte sind har 

3. Die ‘Beiden Parabeln pP dar a2 0 und y+2b2—-V”=0 
en sich im Unendlichen und schneiden sich in den beiden Punkten 


Dr „ye € Vab rechtwinklig. 


4. Die beiden gleichseitigen Hyperbeln 2 — y=2m? und xy=c® 
treffen sich in ihren vier Schnittpunkten, von denen übrigens zwei 
imaginär sind, rechtwinklig. 

Der Ausdruck f,9, + 7,9; verschwindet identisch. Für die Ko- 
ordinaten x, y der ‚Schnittpunkte findet man x? —= m?+ Ymt + ch, 
y = — m? + Vm* + cd, wo bei den Wurzeln jedesmal die oberen oder 
jedesmal die unteren Vorzeichen zu nehmen sind. Die Vorzeichen 
der Werte von x und y müssen mit Rücksicht auf xy = c? einander 
- gleich sein. 


d. on 58 Ellipse = 2 5 — 1=0 und die mit ihr koachsiale 
Hyperbel - #— 1=0 dieselben Brennpunkte haben (konfokal 


sind), nalen sie sich rechtwinklig. 
Voraussetzung ist hier a —b?=.«? + ß°. Der Ausdruck, dessen 
Verschwinden anzeigt, daß sich die Kurven rechtwinklig schneiden, 
rd aa - in) und reduziert sich bei Einführung der Koordi- 
« ß 
naten der Schnittpunkte auf b? + 8? — (a? — «?), aber dies ist infolge 
der Voraussetzung tatsächlich gleich Null. 


a 
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Die Gleichung a + — 1 = 0 stellt den unendlich vielen 


Werten des Parameters A entsprechend ein ganzes System konfokaler 
Kegelschnitte dar; durch einen 
beliebigen Punkt P der Ebene 
gehen zwei Kurven des Systems, 
und zwar eine Ellipse und eine 
Hyperbel (vgl. Fig. 20), die sich 
in P rechtwinklig schneiden. 

6. Man bestimme den Winkel, 
unter dem sich die beiden kon- 
zentrischen gleichseitigen Hy- 
perbeln 
0,8 — Y?) + 202% + Ay = 0 
und B, 
ba — Y?) + 290% + by; — 0 
schneiden, und stelle die Bedingung dafür auf, daß der Schnitt unter 
rechtem Winkel erfolgt. Der Mittelpunkt beider Kurven liegt im 


Koordinatenanfang. 
Man findet 


Fig. 20. 


MYybıs —hobı, 
rt dur 7 m: ; 
x wird gleich 90°, falls a,,d44 + Adi, = 0 ist, eine Bedingung, die 
das Ergebnis von Aufg. 4 als besonderen Fall in sich schließt. 
1, Zu zeigen, daß sich die Kurven 


zu _ a0 und 4 _9—-0 
m n 
rechtwinklig schneiden. 
Auch diese Aufgabe umfaßt Aufg. 4 als besonderen Fall. 
8. Zu zeigen, daß sich die Kurven 
ge? y" R x? y? Da 
u und el 
rechtwinklig schneiden. 
9. Für welchen Wert der Konstante c schneidet der Kreis 
2? +y’+6y—c=0 die Parabel 2? — 2y=0 rechtwinklig? | 
fı9ı + fg = 0 wird 4x? —4(y+3)=0; mit Hilfe dieser Be- 
dingung findet man c= 33. 
10. Welche Bedingung muß erfüllt werden, wenn sich die Parabel 
e er + = —1=0 berühren sollen? 
Die Bedingung der Berührung f,9, — f.9, = 0 wird 


Aare 


y—p2=(0 und die Ellipse 


u N Hl Pat DS, ah) ZEun ie Bl Ste Ze 
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Setzt man den Faktor y gleich Null, so berühren sich die Kurven im 
Koordinatenanfang, falls «= + a ist. Das Verschwinden des Klammer- 
faktors liefert 4«b?p = a?p? + 4b* als Bedingung für die Berührung 
an den Stellen 

4b! — a?p? 


1 a 
a TFT Meer + 5, V 4b — a?p?. 
11. Für welchen Wert von r berühren sich die Astroide 


x + y— a° 0 und der Kreis a? +y?—r! 0? 
3 4 


Die Bedingung 2° y — y? x = 0 ist zu erfüllen; man findet die vier 
Berührungspunkte = +taY2, y=+taY2 und für r den 
Wert za. | 

12. Wird die Funktion f(x + iy) der komplexen Veränderlichen 
z-+iy in die Form u(x,y) +iv(z,y) gebracht, wo u und v reelle 
Funktionen von x und y sind, so treffen sich die Kurven u(&,y) — ec, =0 
und v(x,y)— @,=0, wo c, und c, beliebige Konstanten bedeuten, 
in ihren Schnittpunkten rechtwinklig. Dies soll bewiesen werden. 

Der Satz ergibt sich sofort, wenn man die Gleichungen = . 

u 

0% 
Aufg. 16, 5. 28 genügen. 


Y 
und =_n berücksichtigt, denen die Funktionen « und v nach 


$ 10. 
Fußpunktkurven. 


Fällt man von einem beliebig, aber fest gewählten Punkt ® der 
Ebene Lote auf alle Tangenten einer Kurve /; (Grundkurve), so er- 
füllen die Fußpunkte dieser Lote eine zweite Kurve, die Fußpunkt- 
kurve von k mit Bezug auf den Pol Q. 

1. Wie gelangt man zur Gleichung der Fußpunktkurve, wenn die 
Grundkurve %k durch f(x,y) = 0 gegeben ist und der Pol © a) im 
‚Koordinatenanfang O liegt oder b) die Koordinaten z=a, y = b hat? 

a) Die Gleichung der im Punkt P(x,y) der Kurve f(x,y) = 0 


gezogenen Tangente lautet (& — x) = — (n— y) = 0, während das auf 


diese Tangente aus O gefällte Lot die Gleichung hat &+ 22 =(. 


Da die Koordinaten x,,y, des dem Punkt P entsprechenden Punktes P, 
der Fußpunktkurve diese beiden Gleichungen erfüllen, ist 


d 1 
(1) a-)E-u-W-), + Nm 


Hieraus und aus f(z,y)=0 wäre x,y zu eliminieren, um die 
Gleichung der Fußpunktkurve in der impliziten Form F(z,,y,) = ® 
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zu erhalten. Übrigens läßt sich die erste Gleichung (1), wie man so- 
fort giebt, mit Rücksicht auf-die zweite ersetzen durch 


(2) Bat yy- a tyN)—=0 
und hierdurch die Elimination im allgemeinen erleichtern. 


b) Hat der Pol die Koordinaten a,b, so sind x und y zu elimi- 
nieren aus 


[ON d L d 
IA -)E-H-N-9 m -a+y—b)E -Oundf,y)—0, 


wobei die erste Gleichung mit Rücksicht auf die zweite auch ersetzt 
werden kann durch 
(4) a )e+y—byytan +by (a t+yN)—0 
2. Die Grundkurve sei durch eine Parameterdarstellung x = p(t), 
y= v(t) ) gegeben; wie lautet die Parameterdarstellung der Fußpunkt- 
kurve in den beiden soeben mit a) und b) bezeichneten Aalen] 
Im Fall a) folgt: 


”, ze v, a: p, 


4 = 


ım Fall b): 
Para +W—-bp 


u =a+ov, y=b—6p, wobei 6 = gi Ex 
3. Man bestimme die HFabpunktkurve der Ellipse —; a =) 
mit Bezug auf den Mittelpunkt als Pol. 
Man findet 
/ tm) - (er +y)—0 
Vgl. Fig. 21. 


4. Die gleiche Aufgabe für die 
gleichseitige Hyperbel 


Fig. 21. = re —1-(. 
Man findet die Lemniskate (x, + y°) — 2a’(a? — y)=0. Vgl. 
Fig. 16, S. 54. 


5. Die Zissoide (x,? + y)a, — 2ay, = 0 ist die Fußpunktkurve 
der Parabel „” +8ax—=0 für den Scheitel als Pol. 


2ay,? | 30: R 
Hier wird y= on =— Pe und die Substitution dieser 


beiden Ausdrücke in die oben mit (2) bezeichnete Gleichung liefert 
sofort die Zissoide. Diese Kurve kann auch so erzeugt werden: Man 
beschreibt einen Kreis vom Durchmesser 24= 0A (Fig. 22) und 
schneidet die im Endpunkt A des Durchmessers gezogene Kreistan- 
gente mit beliebigen durch O gelegten Strahlen. Trifft ein solcher 
Strahl s diese Kreistangente in X, den Kreis in Z, und trägt man auf 
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s von O au OS=_LK ab, so ist der Endpunkt S dieser Strecke ein 
- Punkt der Zissoide. Das Wort Zissoide stammt von dem griechischen 
x.0009, zu deutsch Epheu. Die Alten betrachteten nur den innerhalb 
des vorerwähnten Kreises gelegenen Teil der Kurve. 

6. Werden vom Brennpunkt einer 
Parabel auf die Tangenten der Kurve 
Lote gefällt, so liegen ihre Fußpunkte 
auf der Scheiteltangente (Fig. 23). 

Die Gleichung einer Parabel, deren 
Hauptachse auf der x-Achse und deren 
. Brennpunkt im Koordinatenanfang O0) 
liegt, lautet 


pa —0. 


| Für die Fußpunktkurve in Bezug 
auf O findet man 


+) dutp)=0, 
sie besteht also aus dem durch O gelegten 
zirkularen, d.h. durch die imaginären 
Kreispunkte gehenden imaginären Ge- 
radenpaar 2°+Yy°—=0 und aus der 


Scheiteltangente x, = — n. 


7. Die gleiche Aufgabe für die Ellipse 
oder Hyperbel liefert den Kreis über der Hauptachse als Durchmesser. 
Die Eilipse, deren Hauptachse auf der x-Achse und deren einer 
Brennpunkt im Koordinatenanfang O liegt, hat die 
Gleichung 


Fig. 22. 


wo @=a?—b?. Als Fußpunktkurve in Bezug auf 
O findet man 


++) 0, x ; 
somit das durch O gelegte zirkulare Geradenpaar 
und den eben erwähnten Kreis. Analog bei der 
Hyperbel. 
8. Die Kardioide Fig». 


+ y?— pr) pa +9) = 
ist die Fußpunktkurve des Kreises (x — +y?— p?=0 mit Bezug 
auf den Koordinatenanfang, der selbst auf der Kurve liegt (Fig. 24). 
Die Kardioide wird aus einem Kreis abgeleitet, indem man durch 
einen Punkt O desselben einen beliebigen Strahl zieht, der den Kreis 


64 | $ 10. Fußpunktkurven. 


zum zweiten Mal in S trifft; von 5 aus trägt man auf diesen Strahl 
nach beiden Seiten eine Strecke ab, die so groß ist wie der Durch- 
messer des Kreises. Der geometrische Ort der Endpunkte P und ® 
dieser Strecken ist die Kardioide. 
Der hier erwähnte Kreis ist der 
kleinere Kreis der Figur. Der um 
den Endpunkt A seines Durch- 
messers mit diesem Durchmesser 
als Radius beschriebene größere 
Kreis der Figur ist derjenige, dem 
die Kardioide als Fußpunktkurve 
mit Bezug auf den Pol O zugehört. 

Das Wort Kardioide stammt 
von dem griechischen x«gdie, zu 
deutsch Herz. 

Gibt man der abgetragenen 
Strecke SP=S@ eine beliebige 
konstante Länge, so erhält man 

Fig. 4. eine allgemeinere Kurve, die Pas- 

calsche Schneckenlinie, wahrschein- 

lich so genannt nach Stephan Pascal, dem Vater des berühmten 
Philosophen und Mathematikers Blaise Pascal. 


9. Die Fußpunktkurve der Kreisevolvente 


x=acost+atsint, y=asint— alcost 


in Bezug auf den Koordinatenanfang ist eine Archimedische Spirale. 
Man benutzt die Gleichungen in Aufg. 2, Fall a) und findet 


2, = atsint=atcos(t— 5), y—— at cost —atsin ( 2). 


Die Kreisevolvente entsteht dadurch, daß eine Gerade auf einem 
Kreis abrollt, ohne zu gleiten; ein Punkt dieser Geraden beschreibt 
alsdann die Kreisevolvente Hier ist 


+ypP—a=(0 
die Gleichung des festen Kreises, und der die Evolvente beschreibende 
Punkt befindet sich zu Anfang der Bewegung der Geraden in deren 
Berührungspunkt <=a, y=(0 mit dem Kreis. 
10. Die Sinusspirale »* = a” cosn® vom Index n hat zur Fußpunkt 
kurve mit Bezug auf den: a OÖ als Pol die Sinus- 


n 


. N n+1 n+1 N 
spirale vom Index -—— nämlich le ot co —— d, 


A n-+1 

Ist die Grundkurve k, wie hier, durch ihre Gleichung in Polar- 
koordinaten gegeben, so genügt es, die Länge r, des vom Pol O auf 
die Tangente irgend eines Punktes P der Grundkurve gefällten Lotes 


ar pr e 3 
Bi. RE EZ 


ned 


eine solche vom Index 
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als Funktion des Winkels ®, darzustellen, den dieses Lot mit ‘der Polar- 
achse des Koordinatensystems bildet. Im vorliegenden Beispiel ist 
dieser Winkel nach Aufg. 33, S. 54, gleich (n + 1)®, daher (vgl. z.B. 
Fig. 16 zu Aufe. 33, S. 54) 


n+l1l 


UMESSENT NT 3 
y, =rcosnd® = ay cos NND: COSNY = A COS (n®), 


und hier ist noch », an Stelle von 9 einzuführen durch 9, = (n-+ 1)8. 
Man. erhält 


n+1 n n 
n 


N n+1. ,n+1 
n+1 


9, oder-r, 
Ein ähnliches Ergebnis folgt für Sinusspiralen mit der Gleichung 
= a" sm nd. | 
11. Mit Hilfe dieses Ergebnisses zeige man, daß die „zweite Fuß- 
punktkurve“ (Fußpunktkurve von der Fußpunktkurve unter Beibehal- 


die dritte 


Cos a cos 2 
rn =4 —— nEree 


. . . . N 
tung desselben Poles O) eine Sinusspirale vom Index nl 


ae die A Fußpunktkurve eine Sinusspi- 
N ASEry 
Bi ist.) 

Weitere Aufgaben über Fußpunktkurven, insbesondere über so- 
genannte negative Fußpunktkurven werden in $ 19, Aufg. 15—21 ge- 


rale vom Index 


‚ geben. 
s 11. 
Subtangente und Subnormale, Länge von Tangente und 
Normale. 


1. Unter den Längen der Tangente und Normale eines Kurven- 
punktes P versteht man die Längen dieser Geraden gemessen vom 
Punkt P bis zum Schnittpunkt mit der x-Achse; wir werden sie mit 
T bzw. N bezeichnen. Subtangente (St) und Subnormale (Sn) sind 
die Projektionen von 7’ und N auf die &-Achse. 

2. Ist die Kurve gegeben durch y=f(x), so gelten für diese 
Größen die Formeln: 


St=y:y, Sn=-yy, T- „VlHty®, N=yYity®. 


Liegt die Gleichung der Kurve in der Form f(z,y) =0 vor, so 
ist hier y' durch — fi: f, zu ersetzen und im Falle der Darstellung 


“ der Kurve durch = pft), y= »(f) tritt an Stelle von y' der Quotient 


ve): pl). 


1) Vgl. die Fußnote zu 8. 54, sowie G. Loria „Spezielle algebraische und 
transzendente ebene Kurven“, deutsch bearb. von F.Schütte, Leipzig 1902, 8. 675. 
Dingeldey, Differential- und Sutegralrechnung. 1, 2. Aufl. 5 


Be a a a A WERE TOT NARUR a EN an a ee Ahr; 
”. „‘ 2 . 
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3. Je nachdem y und y’ gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen 
haben, erstreckt sich die Subtangente vom Fußpunkt M der Ordinate 
von P in der negativen oder positiven Richtung der x-Achse, bei 
der Subnormale ist es umge- 


kehrt (Fig. 25). 


4. Ist die Kurve durch 
eine Gleichung in Polarkoor- 
dinaten r=f(®#) gegeben, so 
bedeutet Länge der Tangente 
oder Normale die Länge dieser 
Geraden gemessen vom Punkt 
P bis zu ihrem Schnittpunkt 

mit einer durch den Koordi- 
natenanfang rechtwinklig zum 
Radiusvektor von P gezogenen Geraden 9, die also mit P ihre Lage 
ändert. Man bezeichnet diese Strecken als Polartangente bzw. Polar- 
normale, ihre Projektionen auf die Gerade y als Folarsnblangst in 
bzw. Polarsubnannale 
Hier die Formeln: 


St=, 80-9, -;Vr +r?, N=Vr+r?. 


Fig. 25. 


5. Je item r und r' gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen 
haben, erstreckt sich die Polarsubtangente auf der Geraden g vom 
Koor dinztenanfang O aus nach der positiven oder negativen Richtung 
vou 9, bei der Polarsubnormale ist es umgekehrt. Hierbei ist die 
positive Richtung von g diejenige, die zu dem von O nach P gezo- 
genen Radiusvektor so liegt wie die positive z-Achse zur positiven 
Bes 


Beispiele. 


1. Die Subtangente eines Punktes x, y der Kurve yca" ist 
gleich } x, also für die Parabel y—= ca? gleich 4 3%; bei der Kurve y"=cx 
ist die Suhlangente gleich nz, also für die Parabel: y: = c# gleich 22. 
Wie ist dies zur Konstruktion der Tangente in a einem Punkt 
dieser Kurven zu verwerten? 

Es genügt, dies an zwei Beispielen zu zeigen. Soll z. B. für 
irgend einen Punkt P der semikubischen oder "Neilschen Parabel 


y- ex° die Tangente gezeichnet werden, so teile man die Abszisse 
OM des Punktes P (Fig 26, wo = „und £=8 ist) in drei gleiche 
Teile. Durch den Teilpunkt 7, der von M den Abstand 32% hat, 
geht die Tangente von P hindurch, denn se ist Sg =-2r:5=%x. 


Ist die gleichseitige Hyperbel 2y= ec oder y=cax-! Ehbehen, so K 
hat man nur die Abszisse OM des Kurvenpunktes P (Fig: 27) von 


ER RERE a a a up ihn 4, rain 
% 


2 


Subtangenten der Kegelschnitte. 67 


M aus nach rechts abzutragen (OM = MT); durch den Endpunkt 


T dieser Strecke geht die Tangente hindurch, denn jetzt ist St=—x. 


2. Bei der Parabel „= px ist die Subnormale für alle Punkte 
der Kurve gleich 53p, also doppelt so groß wie der Abstand des 
Brennpunktes vom Scheitel, denn dieser Abstand beträgt {p. 

Dies läßt sich zur Konstruktion der Normale eines Punktes der 


Parabel verwerten. 


Fig. 26. Fig. 27. 


38. Für den Punkt 2=3, y=2 der Parabel y= 2? — 4x: +5 
berechne man die Längen St, Sn, T, N. 


St=-1, Sn=4 T=-Y5), N=2Yy5. 


4. Für welche Punkte der Parabel y = (x — 3)? ist die absolute 
Länge der Subtangente gleich 2? 

Es wird St=3(<—3); man findet die Punkte = 1, y= 16 
unddz=—1, y= 16. | 


5. Die Subtangente der Kurve y= a” ist konstant, und zwar 
gleich er | 
na 


’6. Zwischen der Länge T der Tangente, der Länge N der Nor- 


‚male und der Ordinate y eines Kurvenpunktes besteht die Beziehung 


2 Bi 1 
get ya 

Folgt aus dem Umstand, daß 7 und N Katheten eines recht- 
winkligen Dreiecks sind, das y zur Hypotenusenhöhe hat. 


7, Bei allen Ellipsen e = — 1-0, die eine Achse 2a ge- 


meinsam haben, während die andere beliebig, gleich 2A, ist, haben 
Punkte von gleicher Abszisse x dieselbe Subtangente.e Man beweise 
diese Eigensehaft und verwende sie zur Konstruktion der Tangente 
irgendeines Punktes der Ellipse, indem man beachtet, daß sich unter 
diesen Ellipsen auch der Kreis 2? + y?— a?= (0) befindet. 


5* 


LEHE N 7 .. ELLE ar: gm 
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a?’— x? £ “H N | 
Hier wird St= — —.—-, also in der Tat unabhängig von der 


Achse 24. Hat nun der Ellipsenpunkt P dieselbe Abszisse wie der 
Punkt ® des Kreises un — —1=0, so haben beide Punkte dieselbe 
| Subtangente MT), die für Q in ein- 
fachster Weise zu konstruieren ist 
(Fig. 28). Die Verbindungslinie von 
T mit P ist alsdann die Tangente 
des Punktes P der Ellipse. 

8. Ist eine Kurvenschar ge- 
geben durch y= Af(x), wo A einen 
veränderlichen Parameter, f(x) eine 
eindeutige Funktion von x bezeich- 
net, so haben Punkte gleicher Ab- 
szisse bei diesen Kurven dieselbe 

ae Subtangente; die Tangenten dieser 
Punkte treffen sich also sämtlich in einem und demselben Punkt 


der x-Achse. 
f@). 


Die Subtangente 5? = Fo ist nämlich von A unabhängig. 


9. Man zeige, daß bei den Kurven. y=f(x) und ı Yen 


sprechende Punkte von gleicher Abszisse Subtangenten haben, die 
von gleicher absoluter Länge, aber entgegengesetzt Serichtet Kr 1) 
Für y=f(x) wird $St= Ba für y- ES wird St =— DR 
10. Bei den Kurven y=f(x) und y"=af(x) haben entsprechende 
Punkte von gleicher Abszisse Subtangenten St, bzw. St,, die in der 
Beziehung stehen Sth,= nöt.. 


n—Y, ‚ 
Aus y"=af(x) folgt ny""'y=af . ae gi a Marge usw. 
Bei den Kurven y=f(x) und y=a{f(x)}” erhält man offenbar 
die Beziehung St,=nSt, zwischen ihren u en St, bzw. St,. 


11. Man zeige, daß bei den Kurven y= f(x) und y= Le + f%&) 
entsprechende Punkte von gleicher Abszisse Subnormalen haben, die 
von gleicher Lange, aber gleicher oder entgegengesetzter Richtung 


f 


sind, je nachdem in Ya + f?(x) vor f?(x) das Plus- oder Minuszeichen. 


steht.!) 
Für y=f(&) wird Sn=f(a). f(x), für y=Va-+f?(&) wird 


Sn—-Zfle):f(@) 
12. Hat man zwei Kurven y=f(x), y=g(x) und eine dritte Kurve 


mit der Gleichung y=Yf(x): 9(&), so besteht zwischen den zu ent- 


1) Vgl. G.. Peano „Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale“, 
Torino 1887, S. 93. 


# 
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sprechenden Punkten von gleicher Abszisse gehörigen Subtangenten 
St,, St,, St dieser Kurven die Beziehung‘) 


1 1 1 1 
SUN 2 (s6+ 56): 
Für die dritte Kurve ist nämlich Iny=$(Inf(&) + In g(z)), daher 
ER (| g(®) 
et): 
Auch diese Beziehung läßt sich natürlich zur Tangentenkonstruk- 


tion bei der Kurve y=Yf(x) : 9(x) benutzen, vorausgesetzt, daß man 
die Tangenten der Kurven y=f(x) und y=9(x) kennt. Die Sub- 
tangente St ist das harmonische Mittel von St, und St,. 


Wäre außer y=f(x) und y=g(x) die Kir y=Yf(z)- g(&) 
gegeben, so würde die gefundene Beziehung durch 


1 1 1 1 
St (sr Fr 56) 
zu ersetzen sein. | 


13. Bei der gleichseitigen Hyperbel 2° — y’—a’=0 ist die Länge 
der Normale eines Kurvenpunktes P so groß wie sein Radiusvektor, 
ein Satz, der in sofort ersichtlicher Weise zur Konstruktion der Nor- 
male benutzt werden kann. 

Allgemein ist (3.65) N?=y?’-+y?y°; im vorliegenden Fall wird 
yy=x, daher N®=x?°+y?. Die Subnormale ist natürlich so groß 
wie die Abszisse von P. 

14. Die Länge N der Normale eines Punktes P des Kegelschnitts 
= +3 
a? 9 b! 
Brennstrahlen von P bedeuten. 

Man findet 


ET En a re { 
er Vba®H a? = VE 2), ER E ar ist, 


1) Vgl. G. Loria „Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven“, 
deutsch bearb. von F. Schütte, Leipzig 1902, S. 711. Hier wird verwiesen auf 
De Lisleferme, Mathesis Bd. er (1883). Eine ähnliche Beziehung besteht, wenn 
die Zahl der Kurven größer ist. Sind z.B. die Kurven y=f(&x), y=9(&), 
y=h(&) und y=yYf(x)-g(x)-h(x) gegeben, so findet die Beziehung statt 
= 5 Is ++ rat daher ist St gleich dem mit } multiplizierten har- 
monischen Mittel von St,, St, und St,, denn man versteht unter diesem Mittel 


; : ARTEN ER: ; Eu 
—1=0 ist gleich — Yryr;, wo r, und r, die Längen der 


"bei n Größen diejenige Größe, deren reziproker Wert das arithmetische Mittel 


der reziproken Werte der gegebenen Größen ist. Hieraus ergibt sich eine Tan- 
N für Punkte der Kurve y=Y(x — a)(x — b)(@ — ec) oder 

—= (2 — a)(e —b)(e —c). Auch die Konstruktion der Tangenten von y= 
a a)(2 — b)(x& — ec) ist hiermit unter Rücksicht auf das Ergebnis von Aufg. 10 
erledigt. 


u al Aante <i ap a a a zT a 1 ae Er FERN, 
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und die oberen Vorzeichen dem Fall der Ellipse, die unteren dem 


Fall der Hyperbel zugehören. Der Ausdruck +(a?— 22?) oder 


t(a +e.x)(a— ex) ist aber gleich dem Produkt der zwei Brenn- 
. strahlen. 


15. Für dieselben Kegelschnitte zeige man, daß das Produkt aus 


der Normale N eines Kurvenpunktes P und der Länge ! des vom. 


Mittelpunkt O0 der Kurve auf die Tangente von P gefällten Lotes 
konstant, nämlich gleich b?, ist. 


Mit Hilfe der Gleichung 2 +: 20, de Tangente folgt 
a?b? 
 ypir Be Au aiy®? 

16. Bei der Archimedischen Spirale r =«a% ist die Polarsubnormale 
konstant, nämlich gleich a. 

17. Nach Aufg. 25, 8. 51 liegen die De der Tan- 
genten, die man von einem Punkt P P,(&,, y) an die logarithmische 
Spirale r= a” ziehen kann, auf San durch P, und den Pol O der 
Spirale gehenden Kreis. Man zeige nun, daß der Durchmesser dieses 
Kreises so groß ist wie die Polarnormale desjenigen Punktes P, der 
Spirale, dessen Radiusvektor gleich OP, ist. Der Radius des vor- 
erwähnten Kreises ist, wie die Lösung von Aufg. 23, 5.51, zeigt, gleich 
ARE +y&) (1+ (Ina)?). 

Der Durchmesser des Kreises, auf dem nach Aufe, 23, 8.51, die 
Fußpunkte der von P, nach der logaritumischen a gezogenen 
Normalen liegen, ist, Bi leicht zu zeigen, so groß wie die Polar- 
tangente des erwähnten Punktes P,. 


| _ Ho) undn TR abe 
18. Bei den Kurven r—=f($) undr=_ 766) haben solche Punkte, 


die auf einem und demselben, durch den Koordinatenanfang gezogenen 
Strahl liegen, gleich große Polarsubtangenten. 
2 9[1 
N LES 2 i } e- 2 IN f ) 
Nach 3.66 ist S$t— „; für die zweite Kurve wird r (aLfey> 


y? £2 . . ' 
daher ; 1,9) also gerade so groß wie bei der ersten Kurve 


r=f(®). 

19. Es sei eine feste Gerade g und im Abstand a von g ein 
fester Punkt O gegeben. Durch O lege man einen beliebigen Strahl, 
der g in S trifft, und trage von S aus auf diesen Strahl nach beiden 
Seiten eine Strecke von gegebener Länge m, ab; alsdann bildet 
der geometrische Ort der Endpunkte P und © dieser Strecken die 
„Konchoide des Nikomedes“ (Fig. 29). In Polarkoordinaten r, t hat diese 


Kurve die Gleichung r — = = m, wenn 0 zum Pol des Koordinaten- 


systems und eine durch O parallel zu g gezogene Gerade zur Polar- 
achse gewählt wird. Es soll nun gezeigt werden, daß man die Polar- 


andererseits ist N = Be, at. 


Sal BL u TA 0 na a a a 7 EX}; By or EN % x Ar ‚. r 2 N > . de sur 
\ 
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subnormalen von P und ® so erhält: Man fällt von S auf die Polar- 
. achse das Lot; die Verlängerung dieses Lotes trifft die rechtwinklig 
zum Radiusvektor QOP durch OÖ zu ziehende Gerade im Endpunkt N 
der Polarsubnormale von P und ®. Die Normalen dieser Kurven- 
punkte sind alsdann die Geraden PN uud ON. 


Y. 


ns / 
0 a5 
m 
Fig. 29. 
Folgt sofort aus dem Wert "= — en & für die Polarsubnormale, 


der von m unabhängig ist, somit auch = Gerd g zugehört, die als 
dem Wert m = 0 entsprechende Ausartung einen speziellen Fall der 
Konchoide bildet. 

20. Man zeige ferner, daß bei der Konchoide des Nikomedes ie 
Endpurkte sämtlicher Polar subnormalen eine Parabel erfüllen, die 
den festen Punkt O zum Scheitel und die Polarachse zur Scheitel- 
tangente hat. 

Die Koordinaten des Endpunktes N der Polarsubnormale sind 
= Be, y-=— A und hieraus folgt «= — ay, die Gleichung 
einer Parabel von der angegebenen Lage. Sie ist übrigens von m 
unabhängig, gehört daher zu allen Konchoiden, bei denen 9 und O0 
dieselbe Lage haben. 


s 12. 
Ausdrücke, die in unbestimmter Gestalt auftreten. 
1. Wenn der Quotient f (2) = E zweier Funktionen p(x), Y(x) 


dadurch die unbestimmte Form “ oder = erhält, daß für einen ge- 


wissen Wert 2=a sowohl gp(x) als auch »(x) gleich Null oder 
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gleich unendlich wird, so versteht man unter dem wahren Wert 
der Funktion f(x) für =a den Grenzwert f(a) = Im 7) falls 


a Ylx)? 
überhaupt ein solcher vorhanden ist. Dieser Wert Sa gefunden, 
indem man in 9” Zähler und Nenner für sich differenziert und dann 


Y(@) 


x= a setzt. Sollte nun nochmals eine solche Unbestimmtheit auf- 
treten, so ist das Verfahren zu wiederholen, usw. 


2. Der Fall, daß f&)= y(x) : d(«) für x—= a die unbestimmte 
Form 0:00 annimmt, indem p(a)=(0, Y(a) = oo wird, ist auf den 
ee RR, zurückgeführt, daß man z. B. an Stelle von 


p(z) setzt 1: nn : wodurch die Form = entsteht. Man könnte na- 


türlich in f(x) gerade so gut an Stelle von Y(x) setzen 1: -—— und 


mn 


erhielte alsdann die Form ne 


3. Nimmt die Differenz 7 — # E für 2= a die unbestimmte 
Form oo — oo an, so macht man beide Brüche gleichnamig und er- 
hält dann $. 

4. Nimmt der Ausdruck f(x) =gp(x)?® für z= a eine der Ge- 
stalten 0°, oo° oder 1” an, so wird Inf(x)=v(z)-Ingp(x) von der 
Form 0.00 und hiermit die Bestimmung von ARD Au a, 


auf einen früheren Fall zurückgeführt. 

5. Auch durch Entwicklung in eine nach Potenzen von — a 
ansteigende Reihe lassen sich die Werte der in unbestimmter Form 
auftretenden Ausdrücke bestimmen. Vgl. hierzu den Schluß von & 13 
(S. 95). 


Beispiele. 
MO (a-2-% 
e ee, fO)-7-h 
3. a = -2 
en: fi) - 
Dos )-$-1 
» 7 = | f(2) = 5 = - 384 
ee fo) -0 


ar 
eh 2 0 Un 
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Eee [We 
oe fO-7-5 

10. f)-A1-n)tgte f)=-0:0©-- 
11. fi) = (U —sina)ige @)=-09:©=0 
12. fd). - rn fl)-o-0- 
13. fa)= a f0)- 0-1 

4 f@=(4 Ka Melle 

15. fa) = x" DD 


16. In Aufg. 42, S. 6 wurde gefunden: 


Br. ma an’ Hen Net nt) rm, 


Aus dieser Formel leite man durch die Annahme & =1 eine Formel 
für die Summe der Quadrate der n ersten ganzen Zahlen ab, 


Man findet 
| 17.2.924.321 2.2.73 a BR? 
17. Man denke sich den zum Zentriwinkel AOQ = gehörigen 
Bogen AQ eines Kreises vom Radius a von A aus auf die in A ge- 


zogene Tangente abgetragen (AQ— AP). Nach welchem Punkt der 
Geraden OA (x-Achse) kon- 
vergiert der Schnittpunkt B 
der Geraden PO und AO für 
lim = 0?!) (Fig. 30). 
Die Gerade PQ trifft die 
x-Achse an der Stelle 
__ a(sin t— tcost) 
sint—t 


) 


und nun ist der Wert dieses Fig. 30. 
Ausdrucks für {=0 zu be- 
stimmen. Man findet den Punkt x = — 2a. 

Dieser Punkt kann zu einer sehr bequemen angenäherten Rekti- 
fikation des Kreisbogens AQ benutzt werden, indem die Strecke AP 
von diesem Bogen umsoweniger abweicht, je kleiner-.der Winkel t 


1) Vgl. 0. Schlömilch, Zeitschr. f. Math. u. Phys., Bd. 2 (1857), 8. 330f., 
sowie G&. Scheffers, „Lehrbuch der Mathematik“, Leipzig 1905, S. 518. 


I u A a Fe € a a A Re Bu a a dd 5 
a SED N ER DENE 8 Re Re Me ERGEBEN RSOHIA AN ICAWFRRB 
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ist; aber selbst wenn £ schon etwa 65° ist, beträgt der begangene 
Fehler noch etwas weniger als 1%, 
18. Man zeige, daß Ink als Grenzwert des BET (VE 1) 
für lim 2 = © aufgefaßt werden kann. 
19. Für den Punkt z=a, y=O0 der Kuis 
(2 + pP ey 0 
bilde man die Ableitung. 


day _ -[; 420(2°— a? 0 122?— 4a? 
IE 1y 
de. y(3by — 2c?) BER: 0 a u 
ı=4a 
age! 4 d 2a 
oder also (32) n 2 ’ +, somit ergeben sich zwei Werte: 
x C dx € 


der Punkt ist Kreuzungspunkt zweier Kurvenzweige, ein sogenannter 
Doppelpunkt. Vgl. hierzu $ 15. 

20. Beispiele zur Bestimmung der wirklichen Werte der in un- 
bestimmter Form auftretenden Ausdrücke mit Hilfe von Reihen- 
entwieklungen finden sich am Ende des nächsten Paragraphen (8. 95). 


8 13. 
Unendliche Reihen. 


1. Unter einer unendlichen Reihe versteht man eine unbegrenzte 
Aufeinanderfolge von Größen U, %; Uyy-..%,, Uyyıy)..., die nach 
einem bestimmten Gesetz gebildet und additiv miteinander verbunden 
sind. Dieses Gesetz muß erkennen lassen, wie irgend ein „Glied“ der 
Reihe, z. B. das n‘® Glied u, _,, gebildet ist. 

Die Reihe 

a a Fe een m A 

heißt konvergent, wenn die Summe S,=wW+%+W-+:':+%,_, Ihrer 
n ersten Glieder für limn= oo einer Zahl S zustrebt, die eindeutig 
bestimmt und endlich ist; diese Zahl $ heißt die Summe der Reihe. 
Gibt es keine Zahl $ von der genannten Beschaffenheit, so heißt die 
Reihe divergent. Diese Definitionen gelten auch noch, wenn die 
Glieder der Reihe komplexe Größen sind, doch setzen wir vorläufig 
diese Glieder als reell voraus. 


2. Haben die Glieder einer Reihe beliebige Vorzeichen, so ist 
sie konvergent, wenn die aus’den absoluten Beträgen der Glieder ge- 
bildete Reihe konvergiert, und dies ist der Fall, wenn der aus den 
absoluten Beträgen |u,| und |w,_,| eines. Gliedes und des. vorher- 
gehenden Gliedes gebildete Quotient |u,|: |w,_,| für im n = © einen 
Grenzwert |«| erreicht, der <1 ist; die Reihe divergiert, falls e>1 » 
ist (Konvergenzkriterium von Cauchy). Im Fall @«=1 versagt 


u 
{ 
2 
. En 


a. en BET ee ar fı w EP Ari N DR, zyn SIR 4 De Fu ir ’ % I. a Th a. * a De a Ed 5 
0 . e 4 r u I ' Y - j ’ 
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Konvergenz unendlicher Reihen. (6) 


dieses Kennzeichen und man hat zur Prüfung der Konvergenz andere 
Wege einzuschlagen. 

3. Eine unendliche Reihe, deren Glieder abwechselnd positiv und 
negativ sind (alternierende Vorzeichen haben), ist konvergent, wenn 
diese Glieder von einer bestimmten Stelle an, absolut genommen, be- 
ständig abnehmen. 

4. Eine aus positiven und negativen Gliedern gebildete Reihe 
heißt unbedingt oder absolut konvergent, wenn die Reihe 

rear tt 
der absoluten Beträge ihrer Glieder konvergent ist. Falls jedoch die 
aus den absoluten Beträgen gebildete Reihe divergiert, heißt die ge- 
gebene Reihe bedingt konvergent, falls sie, überhaupt konvergiert. Die 
Summe einer solchen Reihe ist von der Anordnung ihrer Glieder ab- 
hängig, sie kann durch entsprechende Umstellung jeder beliebigen 
Zahl S gleich gemacht werden; die Summe einer unbedingt konver- 
genten Reihe ebenso wie die Summe einer konvergenten, nur aus 
positiven Gliedern bestehenden Reihe bleibt jedoch unverändert, wenn 


' man die Glieder in beliebiger Weise umstellt. 


5. Eine unendliche Reihe ist konvergent, wenn die absoluten Be- 
träge ihrer Glieder «4, von einem endlichen Index » ab kleiner sind 
als die entsprechenden Glieder einer anderen Reihe, deren Konvergenz 
feststeht. | | 

6. Es sei eine unendliche Reihe von reellen Funktionen der 
Veränderlichen x 

TU Ur U EURER 
gegeben, und die Glieder u,, %,, ... seien innerhalb eines gewissen 
Variabilitätsbereiches eindeutig, endlich und stetig. Diese Reihe sei 
im Intervall ©, <x=< X konvergent und S(x) ihre Summe. Ferner 


‘ werde die Summe der na +1 ersten Glieder „+ u, +: + u, gleich s, (x) 


gesetzt und S(z)=s,(z)-+r,(z), es sei also r,(x) der vom Glied u,,, 
an genommene Rest der Reihe u,,, + %,,9s +: ::. Läßt sich alsdann 
zu einer vorgegebenen beliebig klein gewählten positiven Größe & eine 
Zahl m bestimmen, so daß für jedes dem genannten Intervall an- 
gehörige x und für jedes n> m die Ungleichung |r, (z)| <s gilt, so 
ist de Reihe w+ wu + u +": +u,_1ı+u,+::: Konvergent und 
heißt gleichmäßig konvergent in jenem Intervall. 

Eine Reihe konvergiert z. B. gleichmäßig innerhalb eines Inter- 
valles, so lange die absoluten Werte ihrer Glieder kleiner sind als 
die entsprechenden Glieder einer konvergenten Reihe. 

Eine Potenzreihe a +2 +” +. +a, "ta a" + :-- 
die für einen gewissen Wert © konvergent ist, konvergiert gleich- 
mäßig in dem ganzen Intervall von O bis x und stellt daher in dem- 
selben eine stetige Funktion von x dar. 
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7. Dieser Begriff der gleichmäßigen Konvergenz ist z. B. wichtig 
zur Beurteilung der Frage, ob die gliedweise Differentiation einer aus 
den Funktionen «u, gebildeten unendlichen Reihe „tw tw +: 
+u,1T+4%,+:::, die innerhalb eines gewissen Variabilitätsbereiches 
konvergiert und eine Funktion f(x) zur Summe hat, eine Reihe er- 
gibt, die die Ableitung f(x) von f(x) zur Summe hat. Dies ist wirk- 
lich der Fall, wenn die abgeleitete Reihe gleichmäßig konvergiert. 


8. Wenn die Potenzreihe 
Fact ®+:  +a,,M'+ar +: 

für alle Werte von x, die einem gewissen Intervall n<r<X 
angehören, konvergiert und die Funktion f(x) zur Summe hat, sind 
die aus den ersten, zweiten, ... Ableitungen dieser Reihen gebildeten 
Reihen in dem gleichen Intervall konvergent und haben die Ab- 
leitungen f’(x), f(x), ... von f(x) zur Summe. Konvergiert die vor- 
gelegte Reihe auch für eine oder für beide Grenzen &,, X des Inter- 
valles, so hat dies noch nicht die Konvergenz der abgeleiteten Reihe 
für diese Grenzen zur Folge; aber so lange diese Ableitung ‚konvergiert, 
gilt gleiches auch von der ursprünglichen Reihe. 


9. Eine Funktion von x kann innerhalb eines gegebenen Inter- 
valles nur auf eine Art in eine Potenzreihe entwickelt werden. 

10. Satz von Taylor: Wenn die Funktion f(x) nebst ihren 
n ersten Ableitungen in dem Intervall von x bis x + h einschließlich 
der Grenzen stetig ist und daselbst bestimmte endliche Werte hat, 
gilt die Entwicklung: 


1) Fle+h) = Fa) Hat er) + Bus 


und hier ist das sogenannte Restglied R, nach O. Schlömilch und 
E. Roche gegeben Fairen: 5) 

I M"(i— 8 : 

(2) ‚RB, Ir pm Fr I (@ ı+%h), 

wobei p eine beliebige ae ganze Zahl, $ einen ganz bestimmten, 
seinem genauen Wert nach jedoch unbekannten positiven echten 
Bruch bedeutet. Für p=n geht dieser Ausdruck R, über in die 
nach Lagrange benannte Restform 


hren 
(3) RB, rm@+on, 
für p=1 in die nach Cauchy benannte Form des Restes 
KATZEN 
= \ R, 7, (N — ER fi (a4 +#$h) : 


1) Val. 0. Schlömilch, „Handbuch der Differential- und Integralrechnung‘“, 
1. Teil, Greifswald 1847, S. 174—180, sowie Journ. de math., 2. Serie, Bd. 3, 
S. 384 (1858) und E. Roche, Journ. de math., 2. Serie, Bd. 3, 8. 271 (1858). 


Ne 


Taylorsche und Maclaurinsche Reihe. “7 


Natürlich bedeutet ® in diesen drei Formen des Restes nicht 
dieselbe Größe, aber stets ist O<#<1. 

Wenn überdies R, mit wachsendem n gegen Null konvergiert, 
läßt sich die Funktion f(«-+h) in eine unendliche „Taylorsche Reihe“ 
entwickeln derart, daß 


(5) at) =f(a) + h & Del 
+ - E at Fer )(x) = (2) +. 


Benutzt man statt x und & + die Bezeichnungen x, und x, so 
daß h die Differenz x — x, bedeutet, so wird 


Fa) = Fa) + @- + Tr a) +: 
| @— a 


ap mr 
11. Satz von Maclaurin: Wenn die Funktion f(x) nebst 


"ihren n ersten Ableitungen in dem Intervall von 0 bis x einschließlich 


der Grenzen stetig ist und daselbst bestimmte endliche Werte hat, 
gilt die Entwicklung: 


fe) = FO +20 4 + NO) + BR, 
und hier ist das Restglied R, nach Lagrange gegeben durch 


(&- Re En (#2), 
nach Cauchy durch 
(9) RB, = oa). 


Wenn auch noch AR, mit a n gegen Null konvergiert, 
läßt sich die Funktion fix) in eine unendliche „Maclaurinsche Reihe“ 
entwickeln derart, daß 


(10) fa) = FO) + 2) + Sf) +: 
Xe Feen FRH0) 4 = fr). 


Diese Reihe folgt auch aus (6) durch die Substitution x, = 0. 
Die Bemerkung, daß bei Anwendung der Taylorschen oder 
Maclaurinschen Reihe lim R,=0 sein muß, zeigt, daß die Konvergenz 


n=% 


. dieser Reihen allein noch keineswegs ihre wirkliche Gültigkeit zur 


Folge hat. Hierauf hat schon Cauchy hingewiesen, und tatsächlich 
hat A. Pringsheim völlig einwandfreie Beispiele von konvergenten 
Maclaurinschen Reihen gegeben, die keineswegs mit der Funktion f(x), 


BB NEN EN Ra RE Ar a ER IT ET An La NEE Ein ira 
F ng u A a a a de RE. N 4, 


18 8 13. Unendliche Reihen. 


deren Differentialquotienten bei Ableitung der Reihe benutzt wurden, 
übereinstimmen.) 


12. Da lim — () ist, gelten die Taylorsche und Maclaurin- 


sche Reihe insbesondere für solche Intervalle von x bis + h, bzw. 
von 0 bis ©, innerhalb deren f(x) für jedes » (auch für n = oo) 
eine endliche Größe ist; denn alsdann ist lim R, = 0. 


13. Der Fehler, der begangen wird, wenn man eine konvergente 
unendliche Reihe an einer gewissen Stelle abbricht und alle folgenden 
Glieder vernachlässigt, läßt sich dadurch abschätzen, daß man diese 
Glieder in ein Restglied R, zusammenfaßt und dessen Betrag nach 
einer der beiden Restformeln von Lagrange oder Cauchy abschätzt, 
oder dadurch, daß man die vernachlässigten Glieder mit einer kon- 
vergenten unendlichen geometrischen Reihe vergleicht. Insbesondere 
bei unendlichen Reihen mit alternierenden Vorzeichen der Glieder ist 
der begangene Fehler ein Bruchtel des Gliedes, vor dem man ab- 
gebrochen hat, vorausgesetzt natürlich, daß dies in dem Teil der 
Reihe geschehen ist, in dem die absoluten Beträge der Glieder fort- 
während abnehmen. 

14. Die aus komplexen Gliedern w, — u, + iv, gebildete unend- 
liche Reihe | 


AM) rin) + ati) ++ nt) + (u, + ®v,) ER 


konvergiert nur dann und immer dann, wenn die beiden aus den reellen 
Bestandteilen gebildeten Reihen + u, +--:+u,_, tu,+::- und 
++: +%_1+%+:::.konvergieren. Haben diese Reihen 
die Summen U bzw. V, so ist U+iYV die Summe der Reihe (11). 

Die Reihe (11) konvergiert unbedingt, wenn die aus den absoluten 
Beträgen |w,|= + Yu? + v2 gebildete Reihe konvergiert. 

15. Ist w eine Funktion f(z) von z=x+iy, die durch eine 
Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten ec, = a, + tv,, nämlich durch 


12) 9 +4@-2) ra@—-)°+::+ 1220" + Eat: 
dargestellt werden kann, oder mit anderen Worten: ist w eine analy- 
tische Funktion von z, so ist diese Reihe (12) nach (6) eine Taylor- 
sche Reihe, da. die Koeffizienten von (12) bestimmt sind durch:?) 


(13) CHR F(2o), Gr f (0); Ge 7 f %o); BT fa), an. 


Für 2,= 0 wird (12) eine Maclaurinsche Reihe. 

1) Sitzungsberichte der math.-phys. Klasse der k. b. Akademie der Wissen- 
schaften zu München, Bd. 22 (1892), S. 222f., sowie Math. Annalen Bd. 42 (1892), 
S. 161ff. Daselbst auch Kritik eines schon von Cauchy gegebenen Beispiels. 

2) Bezüglich der Ableitung f’(z) vgl. die Bemerkung in Aufg. 14, 8. 28. 


#. 
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16. Wenn die Potenzreihe 
GHa2z tg? + +++: 
für z= z, konvergent ist, so konvergiert sie, und zwar gleichmäßig, 
auch für alle diejenigen Werte 2 <|z,', denen ın der Ebene der 
komplexen Zahlen Punkte innerhalb des um den Nullpunkt als Mittel- 
punkt beschriebenen und durch z, gehenden Kreises entsprechen.‘ 


17. Taylorscker Satz für Funktionen von zwei Ver- 
änderlichen. Ist die Funktion z=f(x,y) nebst allen ihren Ab- 
leitungen bis zu denen »'” Ordnung einschließlich eindeutig und stetig 
innerhalb eines gewissen Bereiches der unabhängigen Veränderlichen z, y, 
so besteht die Reihenentwicklung: 


(14) EDEN ER, 
+ + a HR) + 


N— 


1 } | £ 
ana t Rz) Ei 


Hierbei ist das Restglied R, von der Form ME IR.2- = + %k a 

&, 0Y + $h 

y+Y'yk 

und die geschweiften Klammern bei R, und dem in (14) voraus- 


gehenden Glied sollen andeuten, daß die Potenzen symbolisch aufzu- 
fassen sind, indem bei ihrer Eatwieklung nach dem binomischen Lehr- 


satz z. B. das Produkt ()6r al. st zu ersetzen ist durch 


% . .. . “ . . 
hr=ek@. -— ara: Die Größe $ ist ein gewisser, seinem genauen 
0 ox"=*.0y £ 


Wert nach jedoch unbekannter positiver echter Bruch, und die In- 
dizes <+&h, y+®%k in dem Ausdruck für R, bedeuten, daß daselbst 
x,y durch + Fh, y+9k zu ersetzen sind. 

Man erhält eine unendliche Taylorsche Reihe, wenn lim R,=0 ist. 


Ersetzt man. in der Taylorschen Kaikerentwiellung x und y 
durch Null, A und k durch & bzw. y, so ergibt sich die Maclaurinsche 
Reihenentiwicklung einer Funktion f(x,y) nach Potenzen von x und y. 

Die Verallgemeinerung auf Funktionen von mehr als zwei Ver- 
änderlichen ist leicht ersichtlich. 


Beispiele. 
1: Aus f(x) = 2 —712°+5x—9 bilde man f(c+- ,), angeordnet 


nach Potenzen von Fn 


fx +4)= 2 —- 7224152 —9+ „Br — 147 +5) +, BE-D + zn‘ 
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2. Aus f(x) = #—32°— 7x2 +5 bilde man f(x +3), angeordnet 
nach Potenzen von «. 
f(x +3) = 38 + 83x + 512? + 122° + *. | 
3. ne entwickle f(x) = a* — 52°?+ 82 — 7 nach Potenzen 
von 2 — 2 
fa). =5 +20(2—2) + 19(& — 2)? + a9 n (x — 2). 
Man entwickle bei Aufg. 4—10 die vorgelegten Funktionen in 


unendliche Reihen und gebe an, in welchen Intervallen diese Reihen 
konvergieren und die Funktionen wirklich darstellen. 


e a? gr 
4. a a a 
Diese Reihe konvergiert und gilt mit Rücksicht auf S. 78, Nr. 12 für 
jeden endlichen Wert von &. | 


5... fa)=a”= e"“, wo a eine positive Zahl bedentet, 


(x In a)? 


Nach Aufg. 4 ist = =1+x In a + are SE 


(x In a)" 
n! 


3 e te" x” m* zen 

6. a 
; } N ec 3 5 gan+i 

. f(x) = Eins = 2 SUR a rn 


Zu diesen beiden Aufgaben vergleiche man auch Aufg. 6, S.7. Der 
Gültigkeitsbereich ist der gleiche wie bei Aufg. 4. Man Bacunn 
daß ® = Sof x + Sinz, ee. ist. 


N ER EE a n 
8. fa)=cosa—1 5, . 4! SE (en)! 
Ä m® 2° —_ In zgentı 
9. Ka)= sine tr 


Weil |cosz) <1 und |sinxz| <1 ist und weil alle Ableitungen 
von c0osx und sinx wieder auf diese Funktionen zurückführen, gelten 
die Reihen in Aufg. 3 und 9 für alle endlichen Werte von z. 

| Po (IjR-1. 2” 

10. (a) nee tete 

Diese Reihe konvergiert, so lange Sieg <+list. Wir wollen 
uns daher auf dieses Intervall beschränken. Für das Restglied in der 
Form von Cauchy erhält man nach (9), 8. 77 und unter Rücksicht 
auf Aufg. 4, 8. 14: 

er — Hr (— 1yart. m —1)! FOR. ee 1— #\r-1 
R,= a d+sar ir Re 1+®z ee) 


So lange nun |x, <1 ist, bleibt (- + m) auch für beliebig große 


Werte von » endlich, ebenso ist —; „-- endlich, während lim x” = Ö 
; 1 = x ER 
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ist. Für |z!<1 wird also lim R,=0. Im Fallx=1 wird das 


n=& 


Restglied in der Form von Rene 


R, le ER 5 n an 
und hier ist wieder im R,=0. Die Reihe für In(1+z) gilt daher, 


wenn -1<x<+ 1 ist. 
11. Man zeige, daß für — 1 ni x <1 die Reihenentwicklung gilt: 


ne 2a +++ Hat) 


und leite hieraus durch die Substitution x = a, ;„ wo h und N 


positive Zahlen sind, eine Reihe ab, die zur Berechnung von In(N-+h) 
dienen kann, falls In N bekannt ist. 

Die angeführte Formel folgt aus der Reihe für In(1-+x), wenn 
man hier x durch — x ersetzt und nun beide Reihen voneinander 
subtrahiert. Dabei wird der Satz gebraucht, daß durch Addition oder 
Subtraktion entsprechender Glieder zweier konvergenter Reihen eine 
Reihe entsteht, deren Summe sich durch Addition bzw. Subtraktion 
der Summen der zwei BopLen Reihen ergibt. 


Die Substitution x = N ag‘ liefert: 


In(N+h)= 


N 3 1 h 2n+i1 
ln: Aa ee lanan) sale 
Da log x, wofür nach früherer Verabredung kürzer log x ge- 
schrieben werden möge, gleich M In x ist, wenn unter M der Modul 
0,4342944819 der gewöhnlichen Logarithmen verstanden wird, so ist 


log (N+h) = 


1 h 3 1 h 2n+1 
Br Mn, Äze; N) ap Bar ee), 2 
12. Es sei der Fehler f abzuschätzen, der gemacht wird, wenn 
man die letzte Reihe vor dem Glied mit dem I 2n+1 
abbricht. 


Werden die Koeffizienten der Potenzen von k = Na Ze bei den 
vernachlässigten re: nn gleich , ar ; gesetzt, so ist der 
Fehler f kleiner als =. nn ; el + +k+.. I: oder also 

f<- 2M kint+ti 


an 1) (1 -— k®) 

13. Man berechne log 13 durch die Annahme N=10, h=3; 
‘ dabei soll man schon nach dem ersten Glied der Klammer in Auf- 
Dingeldey, Differential- und Integralrechnung. I, %. Aufl. 6 
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gabe 11 die Reihe abbrechen und sich über den DERRUBEHEN Fehler 
orientieren. 


Der Fehler‘ f a 2 le TERMIN IM 


23) , ’(3\2 (28? 9)23. 5980 
ne (3) 
oder f< a <.0,00067. Man findet log 13 nahezu gleich 1 #5 e 


— 1,1133; in Wahrheit ist 1,1133 < log 13 < 1,1133 + 0,00067 hr 
log 13 — = 6 1139434 - 

14. Auf Grund ii Formel in Aufg. 11 und mit Hilfe der An- 
nahme N = 1000, = 24 berechne man log 2, breche vor dem 
(dritten) Glied id dem Exponenten 5 ab und ten den so 'ent- 
stehenden Fehler. 


(1) log 1024 — log 20 — log 1000 +2 M [5,44 (55,)}, daher 


= 


® 82-08 


der Fehler f ist Ser. 0) 1 8jt oder rund <- er 
0 Kane 
253 


Es sei hierzu bemerkt: Da der Fehler f nur abgeschätzt werden H 
kann, man also nur wissen will, daß f kleiner als eine gewisse ab- 
gerundete Zahl ist, darf man sich bei Berechnung dieser Zahl solche 
Erleichterungen erlauben, die die Zahl mäßig vergrößern. Man wird 


also oben z. B. 2M gleich 0,9 oder soB8t gleich 1 setzen dürfen air 


243 250 
Bei unserem Beispiel ist dann 50: DER on en 


Der bei Berechnung von log 2 auf Grund der Formel (2) auftretende 
Fehler würde also weniger betragen als sechs Einheiten der zwölften 
. oder eine Einheit der elften Dezimale. 

15. Aus der Reihe für In(1 + x) in Aufg. 10 leite man eine Reihe 
für Inx ab, indem man 1 +x mit x bezeichnet und gebe für sie den 
Gültigkeitsbereich an. 


ee 


ne=(—-1)— + a 


die Reihe gilt für O<x<2. 
16. Man entwickle .log sinx in eine Reihe nach Potenzen von x, 


indem man zunächst beachte,_daß ee =1— & — = + = _ -) | 
=1-—8 ist, und dann in der Formel für In(1-+x) die Größe x durch , 
a 2? + 26 r 4 

me later) 5 


ersetze und die Glieder, bei denen x denselben Exponenten hat, sam- 
mele. Ist diese Umstellung der Glieder hier erlaubt und hat sie nicht 
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eine Änderung des Wertes der Reihe entsprechend Nr. 4, 8. 75 zur 
Folge? Es Weiden nur die Glieder bis z° einschließlich verlangt, 
Man erhält- 


] urfern- w‘ & x° 
log eins lg - Mi tataetuint‘:') 


Die erwähnte Umstellung darf stattfinden, so lange |&|<1 ist, 
denn alsdann konyergiert die Reihe für In(1 — 8) unbedingt. Diese 


Ungleichung ist aber sicher erfüllt, so lange die Größe "X deren 
x 


absoluter Wert nur für <= 0 die Einheit erreicht, sonst aber stets 
unter dieser Grenze bleibt, von Null verschieden und positiv ist, also 
in den Intervallen O<x<xr und - a<x<.O. In diesen Intervallen 
konvergiert und gilt daher die Reihe, ebenso für «= 0, wo sie mit 


. log =] =]logl=0 gleichbedeutend wird. Für die praktische 
z=0 
Anwendung kommt natürlich nur das Intervall O<2<4$# in EN 


17. Die gleiche Aufgabe für log cos. 
= Ähnlich wie bei Aufg. 16 findet man: 


17 
log cos — — M(S tt nt =, 


Die Formel gilt für das Intervall — 5 0< 2. 


18. Man schätze unter Benutzung der Restformel von Lagrange 
den Fehler ab, der gemacht wird, wenn man sin (x + h) = sin& 
+heosz setzt und das Gradmaß von h eine Minute ist. 

Hier wird f= — #h?sin (x + $h); im ungünstigsten Fall wäre 
Iisin(x-+®9h) nahezu gleich 1, daher ist der absolute Wert des Fehlers 


f|<" oder |f| < sooogaggg;, denn für h ist das zum Winkel 1/ 
gehörige Bogenmaß einzutragen. Man findet |f| < 
19. Man berechne sin 40°, breche aber die Reihe nach dem zweiten 
Glied ab und schätze den begangenen Fehler. 

| rn 2 


indes ya he, Pe 
#7 313-7 ae EN OE 5! 


(nach Nr. 13, 8.78). Hier ist = #7” < 0,7, daher f<: ut setzt 
man statt 0,7?= 0,49 die Zahl 4, so wird 


fe on oder f << = < 0,0015. 


480 


20. Es soll. sin («+ h) in eine Reihe nach steigenden Potenzen 
von h entwickelt und der Ausdruck für das Restglied R, angegeben 
werden. 

6* 
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sin (x + h)= sing-+heose — sine — " oosw +. 
{ n—1 
Fe ul. DE+z)+R, 
wobei 


MW . (nz 
R,= “in (“ +2+0%). 
21. Man berechne cos 17°28°50” auf drei Dezimalen genau. 
In der Reihe für cosz ist hier x gleich 0,3051, wie aus einer Ta- 


belle für die Länge der zu gegebenen Zentriwinkeln gehörigen Kreis- 
bögen entnommen werden kann. Man findet 


0,0931 0,0087 
cst=1— Fr re —= 0,9538 - 


die folgenden Glieder der Reihe können ed werden, denn 
der absolute Wert des hierdurch begangenen Fehlers ist < 0,000 0012. 

22. Den Fehler f abzuschätzen, der gemacht wird, wenn man den 
zum Zentriwinkel « gehörigen Bogen arc« eines Kreises vom Radius r 
durch die zugehörige Sehne s ersetzt. 


f=arra —-s=-ra—2rsins—2 (5; sin 5) 
1 
5! 


rl) 


Es folgt f<2r- (2) Ber oder BR < = (2); in Prozenten von 


3! arce 


a 


arc«& ist f kleiner als > (2) Prozent, wo « das Bogenmaß des 


Winkels «& bedeutet. 

23. Ist a die Länge der zu einem Kreisbugch 
vom Zentriwinkel « und Radius r gehörigen Sehne, 
b die Länge der zum halben Kreisbogen gehörigen 
I, Sehne (vgl. Fig. 31), so ist die Länge des ganzen 
Kreisbogens arc « nahezu gleich +3(8b—a). Man 
schätze den Fehler ab, der bei Anwendung dieser 
Formel begangen wird, wenn das Gradmaß des 
Winkels & entweder 30° oder 60° beträgt. 

Es ist 

& 


arca=ra, a—2r sin, b=2rsin 1 


CR 
oc! 


Bee ae) 


Fig. 31. 


ferner 
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die Glieder mit «° heben sich weg. Es wird daher 
8b —a 


= area 1 - gt) — are [1 + +}: 


Für den Winkel « = 30° ist das zugehörige Bogenmaß + x = 0,5236; 
man findet den absoluten Wert des Fehlers < 0,00001 arc«, in Pro- 
zenten des Bogens beträgt der Fehler 0,001%,. Für den Winkel &=60° 
ist das zugehörige Bogenmaß 5x = 1,0472, der absolute Wert des 
Fehlers wird < 0,000 157 arc «, in zen des Bogens Bosrae der 
Fehler 0,0157 %,. 

24. Die Konvergenz der Reihe zu prüfen: 


142454: + +: 


Hier ist 2: | —= lim E 5 | x=x, für !x|>1 divergiert also 


=o® a n=& 
die Reihe, für ıx|<1 konvergiert sie. Im Fall | x|=1 versagt das 
Krim von Cauchy; man findet Konvergenz für = —1 (vgl.Nr.3, 


S. 75), die Reihe wird für «= 1 zur sogenannten harmonischen Reihe 
1+1+4+4-+4+-+---, deren Divergenz leicht zu beweisen ist. 
Sie führt den Namen harmonische Reihe, weil die Quotienten zweier 
aufeinander folgenden Glieder die musikalischen Intervalle darstellen. 
Gibt z. B. eine Saite von der Länge ! einen bestimmten Ton, so gibt 
die Saite von der Länge (4:1)2—= 4/1 die obere Oktave dieses Tons, 
die Saite von der Länge (4:4)7= 31 die Quint; hat die Saite die 
Länge 2&/, so gibt sie die obere Quart des ursprünglichen Tons, bei 
der Länge £! die große Terz, bei 2! die kleine Terz. 
25. Man untersuche die Konvergenz der Reihe: 


1 1 1 1 1 
ee 


Kir. u.. 8 2. wird ma "| = lim ra] =1, das Kri- 
n+1 


a (n - Sn n=»| U,_1 n=& 
Fenarı von Cauchy versagt also, es ist ein anderer Weg einzuschlagen. 
Wenn man beachtet, daß 


1 
ar ee er TR Dr Va 
so findet my für die Summe S, der n ersten Glieder der Reihe den 


Wert 1— er die Summe S— lim S, der ganzen Reihe wird da- 
her gleich 1. = 
26. Die gleiche en für die Reihe 
1 1 


2 Int, BR DE REAL 
N, - WU na he a EEE 
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Auch hier versagt das Kriterium von Cauchy. Für k<1 diver- 
giert die Reihe; für k > 1 konvergiert sie, wie man folgendermaßen 
zeigen kann: 


Es ist Ba 

1* ıt’ 

| 1 INS, 

2-- > — + 
9% gr gk? 
ME 1 

4. En er 

4* ER, er 5* 


Beim Summieren dieser Ungleichungen ergibt sich rechts die 
zu untersuchende Reihe R,, links die für &>1 AUNyELReNI geome- 


trische Reihe!) | 
2 3 
Hera 
27. Man zeige, daß die Reihe | 
1 1 , 
Da na HINTsur aa 
konvergiert und bestimme ihre Summe. 


Da die Glieder von $ kleiner sind als die Bag: Glieder 


der für a > 1 nach Nr. 26 konvergenten Reihe- — + 2 + : u 
so ist Konvergenz vorhanden. Zur Bestimmung ge: Summe schreibe 
man eine gewisse Reihe S, zweimal hin, nämlich in den beiden Formen 


1 1 1 


end BI EN ET ET UT 
und 
‘ 1 
Sr mine nei 
Durch gliedweise Subtraktion folgt nun 
1 1—Nn en 
Tl, FD RmTISaMrT :n-+1) 
1—n 
IF RRTIE N 
oder 


1 


Lem 1)8, daher an 


TER RN 


1) A: M. Legendre gibt in geinem „Traite des fonctions elliptiques“ Bd. 2, 
Paris 1826, S. 432 eine Tabelle der Werte R, von k=2 bis k=35 auf 16 Dezi- 
malen genau. T. J. Stieltjes gibt Acta math. Bd. 10 (1887), 8. 299—302 eine 
Tabelle von k=2 bis k=70 auf 32 Dezimalen genau. Für k—=2 bis. k = 22 
und abgerundet auf 8 Dezimalen findet sich eine Tabelle auch bei J. A. Serret 
„Lehrbuch der Differential-und Integralrechnung“, 6. und 7. Aufl. neu bearbeitet 
von G. Scheffers, Bd, 2, Integralrechnung, Leipzig und Berlin 1921, S. 210. 
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28. Aus der für — 1<2<+ 1 konvergenten unendlichen Reihe 
ItataH4. 4mt. 0 

leite man durch Differentiation eine neue Reihe ab. 

Die Differentiation ist nach Nr. 8, S. 76 erlaubt; sie ergibt 

1+22° 320° +:--- Hari 

Diese Reihe konvergiert für -1<xz<]. | 

29. Aus der letzten Gleichung leite man durch Multiplikation 
mit x und darauf folgende Differentiation eine neue Reihe ab. 

Es ergibt sich 


+40 +9 at a ee el 
30. Aus der für -— 1<x<1 konvergenten Reihe | 
De ee N herum 


leite man durch Differentiation eine neue Reihe ab. 

1—- 32° +50: — 12° +: --+(—- 12”: Zn +l)a®+--- 
: 1.23 x° 
3l. Zu zeigen, daß die sogenannte hypergeometrische Reihe 
b aa+-1)b’db-+1) , 
F(a, b, C, x) =1+ ie ee Kg 
_ ala+ la + DoC+ND+ 
1-2:3-c(c+1)(c-+ 2) 

in der a,b,c mit Ausschluß der ganzen negativen Zahlen und der 
Null beliebige Zahlenwerte darstellen, für |x, <1 konvergiert. Auch 
zeige man, daß die aus F(a,b,c,x) durch Differentiation nach x her- 
vorgehende Reihe auf eine Funktion von derselben Art führt, indem 


ee ER 
a gleich — Fla +1,6+1,c+1,2) 


2 
1... 


ist.!) 
Der bei der Anwendung des Konvergenzsriteriums von Cauchy zu 
bildende Quotient zweier einander folgender Glieder, z. B. der Glieder 
ab+(a+b)n+n? 


mit «"*! und 2”, wird — ao und dieser Ausdruck redu- 
ziert sich für lim n = © auf x. 


32. Aus der Reihe für lox cosa (Auf. 17, 8. 83) durch Differen- 
tiation die Reihe für tg x abzuleiten. 


1) Die hypergeometrische Reihe findet sich schon bei Euler. Eingehender 
betrachtet wurde sie von Pfaff, Gauß, Kummer, Riemann, Schwarz, 
Klein. Näheres enthält z. B. das autographierte Vorlesungsheft von F. Klein 
„Über die hypergeometrische Funktion“, Göttingen 1894, woselbst man auch histo- 
rische Bemerkungen und Literaturangaben findet. 


BE RN. NN ES I EBEN PERS HE WETTER ARE NR BEP VEE 
24 y D /7 ve . 2 r y arte en di 


x OR EA TR, 
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Mit Rücksicht dert daB die Abläitung von log f(x) gleich un | 


ist, findet man: | 
j 
ae a 


Der Gültigkeitsbereich ist derselbe wie bei der Reihe für logcosz, 
nänlich Ir <ı<;zn. 

Die Koeffizienten ‚der Reihe für Mh stehen in enger Beziehung 
zu den sogenannten Bernoullischen Zahlen B,,; sie sind nach Jakob 
Bernoulli genannt, in dessen Wahrscheinlichkeitsrechnung („Ars con- 
jeetandi“) sie zuerst vorkommen. 

Die Reihe für tgx läßt sich nämlich schreiben: 


B,:2°(@° — ı) B,:2* Bier Bi: > 


tg = 2! re mn 2 + ad +: 


+: mar ) aaa 


und hier sind die Bernoullischen Zahlen allgemein definiert durch: 
(2n)! 


B;, TR ni, „Ir Dan 
wobei 
1 1 1 1 
ray Tuner 
nn fünf SL Bernoullischen Zahlen sind B=+, BD, =; 
B,=1, B=3 Bio >= &; Alle Zahlen B,, sind re da $,, die 


Größe x?” zum Faktor hat. 

33. Ebenso leite man aus der Reihe für log sin x (Aufg. 16, 8. 83) - 
durch Differentiation die Reihe für cotx ab. 

1 x. 2° 25 £' 
Ser den Te 

Die Reihe konvergiert und gilt für - a<x<O und O<r <a. 

Mit Benutzung der Bernoullischen Zahlen läßt sie sich in der 
Form schreiben: 

ai BB 

34. Die Funktion (1 + ie in eine Reihe, die sogenannte Binomial- 
reihe, zu entwickeln und ihren Gültigkeitsbereich anzugeben. 
Man findet 


rer erde 


wobei 


(") ai n"m—)m— 29. .m—-n-+1) 


7) n! 
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Ist m eine positive ganze Zahl, so besteht die Reihe aus einer 
endlichen Anzahl (m + 1) von Gliedern, und dann gilt die Formel für 
alle Werte von «. 

Ist aber m keine positive ganze Zahl, so ergibt die Entwicklung 
von (1 + x)” eine unendliche Reihe, und das Konvergenzkriterium 
von Oauchy zeigt, daß die Reihe im Fall |«|<1 für beliebige 
Werte des Exponenten m unbedingt konvergiert, im Fall |xz|>1 diver- 
giert. Für|x|=1 versagt dieses Konvergenzkriterium, Es ist also nun zu 
untersuchen, ob in dem ganzen Intervall -— 1<x<1 die Funktion 
(1 +2)” wirklich durch die Reihe dargestellt wird. Erforderlich ist 
hierzu nach Nr. 11, 8. 77, daß das Restglied R, für imn = oo ver- 
schwindet. Wir unterscheiden die drei Fälle rs <1,2— Rund 
x=—|]. 

I. Sei zunächst |x|<1. In der Form von Cauchy wird das 
Restglied: ! 


—1 ei 1 | 
R,= mm n ur n zr- ) (1 + DE". (1 IR Ft. zer 


SR LErENNTA m—1 5 
= (1 + 9%) ei mn.) 
Hier ist nun (1 + #2)” =! sicher eine endliche Größe; der Faktor 


a) ist a endlich und konvergiert für lim n = x 


nach Null, da er im Fall |2|<1 für positive und negative 
Werte von & einen echten Bruch darstellt. Auch der Faktor (Fe A x" 


konvergiert für imn= oo und |x|<1I nach Null. Wird nämlich 


(DE N x” als Glied einer unendlichen Reihe aufgefaßt, deren nächstes 


Glied gleich art ist, so ist der Quotient dieser beiden Glieder 


gleich — 4, und dieser Ausdruck reduziert sich für lim» = oo auf 
—%, iso auf einen echten Bruch, woraus hervorgeht, daß die an- 
geführte Reihe konvergent ist und somit lim 02, ;) 2 für. 2] < 1 


n=—@ E 
gleich Null sein muß. Im Fall |x|<1 ist daher lim R,= 0 und die 
Binomialreihe gültig für beliebige Werte von m. h 

I. Im Fall «= +1 wird das Restglied in der Form von 
Lagrange: 
m(m —1)---(m—n-+1) m-n 
R, = a ERTL AR (1 + Li) ) : 
Hier ist on fa + 97-7] = Jim: Ehe es =0. Der erste 
Faktor (7) von ü, läßt sich in der Form schreiben: 
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um 


N 
Ist nun p die erste positive ganze Zahl >m-+ 1 und naturgemäß 
<n, so wird | 
m m--1 m-+i\/ m+1\ m+1 
Desn le") re") 
Hier ıst das Produkt der p — 1 ersten Faktoren selbstverständlich 
eine endliche Zahl. Was die übrigen Faktoren betrifft, so ist . 


+1 ' 
re: 


wenn m+1>0, daher in diesem Fall 
m+N\()_m+\ (jm+i ' 
(1 p )( a (1 n 5 +" r)(140 77): (, 
p+1 
Da für den Nenner N dieses Ausdrucks die Ungleichung gilt: 
m+1 san 

N>PHt4rt 4ER oder N>Smtl) C++ +5). 
so ns für jedes heiter ganze p und lim» = oo nach Aufg. 24, 
S. 85, im Fall m +1>0, d.h. m>-— 1, der Grenzwert lim N un- 


n=n 


endlich groß und somit 


ee 


daher auch lim ) = 0 und lim R,„=0, so lange m > —1 ist. 


Für 2 , m=-—1 erhält man die nicht konvergente Reihe 
1—-1+1-—-1+--- und im Falx=1, m <—1 wächst der abso- 
lute Wert von (=) mit wachsendem » über jede Grenze, d. h. die 
Reihe für (1 + x)” divergiert dann. Wenn <=-+-1 ist, gibt dagegen 
die Binomialformel eine für jeden Wert m>—1 gültige Darstellung 
von 2, 


II. Es sei nun @=-—1. In der Form von Cauchy wird hier 
das En 
KR & 1)" nm ee (m —n + 2a _.9)m-1 


(n—1)! 
m m f 2 
u 1. 
Auf Grund der Betrachtungen unter I wird 


infa-m{ı-2)-(-,2)]-0 


n=&Q 


a 


| gilt: 
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so lange m> 0 ist; für jedes negative m hingegen wächst dieses 
Produkt mit n über jede Grenze Da der Faktor (1 — 9)”-! in R, 
jedenfalls endlich ist, wird lim R,=0 fürz=—1 und m>0. Na- 


türlich ist jetzt Null der Wert der Reihe (1+x2)“. Im Falz=-—1, 
m = (0 nimmt (1 + %)” die völlig unbestimmte Gestalt 0° an, während 
die Reihe die Zahl 1 liefert. 
Die Ergebnisse zusammenfassend, kann man sagen:!) 
Die Binomialformel 
m DELINN 5 m 

d+aP=-14+(N)a+h)R+t ++: 
1) für jeden Wert von z, wenn m eine positive ganze Zahl ist; 
die Entwicklung besteht dann aus einer endlichen Anzahl von Glie- 
dern, nämlich aus m + 1 Gliedern. 

2) Die Formel gilt im Fall |x| <1 für jeden Wert von m. 

3) Sie gilt im Fall x=1fürm>-—1, 

4) im Falx=— 1 für m>0. 

Auf folgende Tatsache sei noch hingewiesen: Ist m keine ganze 
Zahl, sondern-ein positiver oder negativer, echter oder unechter Bruch 
mit dem ganzzahligen Nenner k, so ist (1 +2)" eine k-wertige Funk- 
tion, denn die k% Wurzel aus jeder von Null verschiedenen Zahl hat 
k verschiedene Werte. Es sei z. B. daran erinnert, daß vi die von 
einander verschiedenen Werte 1, &, ed, ... 1 hat, wo & eine k“ Ein- 
heitswurzel bedeutet. Die Formel für (1+z2)” stellt alsdann den- 
jenigen Wert der mehrdeutigen Funktion (1 + x)” dar, der für 2=0 
gerade gleich + 1 wird. 

35. Wie läßt sich die Entwicklung von (a + 5)", wo |b|<|a| 
sei, auf die Binomialformel für (1 + x)" im Fall |x|<1 zurückführen ? 

Wird 2 — x gesetzt, so geht (a + 5)” in a”(1 + x)“ über. 


36. Den Ausdruck V1-+x in eine Reihe zu entwickeln. 


RESTE 
Vi+z=-1+,0— +68 uagsst tr TıISs2@l: 
37. Die gleiche Aufgabe für 
Vi-x 
1 1-3-5 1-3:5-7 
Ve anne ee taaeatr tn ler<i. 


1) N. H. Abel hat näher untersucht, welche Funktion durch die Reihe für 
(1 +2)” dargestellt wird, wenn x und m komplexe Zahlen sind. Auch den 
Konvergenzbereich hat Abel bestimmt. Vgl. Journal für die reine und ange- 
wandte Math., Bd. 1 (1826), S. 311—339 — (Euvres completes, hrsgg. von Sylow 
und Lie, Bd. 1, Christiania 1881, S. 219—250 = Ostwalds Klassiker der 
exakten Wissenschaften, Nr. 71, hragg. von A. anESEIn: 


92 $ 13. Unendliche Reihen. 


38. Die gleiche Aufgabe für Y1+x. 


ee 1 12.022800, 4:2:8.8% | 
vViremltgen getan aan rn lzeel, 


Bei den Aufgaben (36)—(38) wird durch die Reihe jedesmäl der 
Wert der Wurzeln dargestellt, der für —=0 gleich +1 ist. Vgl. die 
Bemerkung am Ende von Aufg. 34. 


39. Man berechne durch Reihenentwicklung 
voo-vaL3-ayiri 
auf zwei Dezimalen genau und schätze den begangenen Fehler ab. 
E 1 1 5 5 
Vo=2 15 urn mat) 


Da nur eine Genauigkeit von zwei Dezinralen verlangt: wird, kann 


die Reihe vor dem Glied a abgebrochen werden; der begangene 


Fehler ist dann (vgl. Nr. 13, 8. 78) kleiner als dieses Glied selbst, 
somit jedenfalls kleiner als 0,002. Man findet so 


V10 = 2(1 + 0,0833 — 0,0069) + f= 2,163 + f, wo f< 0,002. 


Es werde daran erinnert, daß V 10 außer einem reellen Wert noch 
zwei konjugiert komplexe Werte hat; die Reihe stellt offenbar den 
reellen Wert dar. 

40. Die Mittellinie einer 
Landstraße soll von Anach B 
in einem Kreisbogen geführt 
werden und überdies bei A 
stetig in die Gerade AR, bei 
B stetig in die Gerade B$ über- 
gehen (Fig. 32). Man zeige, 


Straße „von der Tangente aus“ 
die zur Abszisse x = AE ge- 
hörige Ordinate y= EP des 
R Fig. 32. Punktes P des Kreisbogens 


angenähert durch y = — a 
Radius ist. Auch Babe man eine Grenze an, unter der der hierbei 
begangene Fehler liegt. Ä 

Bezogen auf A als Koordinatenanfang, AE als x-Achse, AM 
als y-Achse hat der Kreis die Gleichung z?+ y’—2ry=0 oder 
y=-r+tyYr— x? für den von A ausgehenden Kreisquadranten ist 


bei Yr®— x?das Minuszeichen zu setzen, man hat also 


dargestellt werden kann, wenn r der 


daß bei diesem Abstecken der 


Abstecken von der Tangente oder von der Sehne aus. 93, 


y-r—-Vr—-t=r fi ze! 
oder i ; 
1 1 1-3 1:3: 8 
dreh map ver or 

Darf die Reihe vor dem dritten Glied abgebrochen werden, so wird 
y- @ + ) Für den hierbei begangenen Fehler f gilt offenbar 
die Ungleichung 

ED er 
Y Tr 


Ebenso findet man beim 
Abstecken der kreisförmigen 


Mittellinie einer Straße „von 4 

der Sehne aus“ (vgl. Fig. 33) 

‚angenähert P 
SP=-h-y-h-(),+35)' A x E : 


Fig. 33. 
41. Die Funktion y= f(x) =arctgx in eine unendliche Reihe 
zu entwickeln. 

Nach Nr. 135, 8.15 ist f®(&)=(n—1)!cos”y- sinn (y - = 7) : 
M 
3 
radzahlige Werte n=2m verschwindet dieser Ausdruck, fürna=2m+1 
wird sin > z = (— 1)”, somit f?*+!(0) = (— 1)" - (2m)! Es ergibt 

sich daher: 

0? od 

ee aa Karel en 1". 


da mit x auch y verschwindet, wird f®(O)=(n—1)!sin—r. Für ge- 


gam+ı 
2mH+1 : 


eine konvergente Reihe, so lange -1 <z<s<-+1 ist. Leibniz kannte 
diese Reihe schon im Jahr 1674. 

Nun muß man noch untersuchen, ob für alle Werte des Kon- 
vergenzbereiches das Restglied für lim m = oo nach Null strebt. Die 
Reihe möge nach dem Glied mit x°”-! abgebrochen werden; als- 
dann wird das Restglied in der Form von Lagrange: 

18 Ne, 
a =. , (16) sın (2m art tg dr), 
wie mit Hilfe von f?")(x) = (2m — 1)! eos?” y-sin 2m (v + = r) leicht 


1) Eine Tabelle der zu gegebenen x und r gehörigen y findet sich z. B bei 
O. Sarrazin und H. Oberbeck im „Taschenbuch zum Abstecken von Kreis- 
bögen‘‘, 16. Aufl., Berlin 1906, 8. 123. 


« 
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folgt, wenn man y=arctgx, cos®’y= ar einführt und & durch 


9% ersetzt. Man erkennt sofort, daß für das ganze oben angegebene 
Intervall einschießlich der Grenzen lim R, „= © ist. 


M=n 


Übrigens sei daran erinnert, daß aretgx unendlich viele Werte 


hat, denn es ist tg 2 —=tg(x-+ka), wo k eine positive oder negative 
ganze Zahl bedeutet. Die Reihe stellt den Wert dar, der für 0 
gleich Null wird. Daher liegt der Arkus zwischen —4r und +3. 


.. . TC . 

Für <=1 wird aretge—-, , somit 

1 1 1 
een 


42. Zur Berechnung der Zahl x würde diese Reihe sehr un- 


geeiguet sein, da sie zu langsam konvergiert. Eine Reihe von starker 


Konvergenz hat J. Machin im Jahr 1706 angegeben, indem er 


n—=4a-+b setzte und hierbei tga—=+ annahm; alsdann wird 


tg 4a = 1, und aus 1=tg(4a+b) findet man tgb=— 35. Welche 


119 
Formel ergibt sich nun für =? 


Merle 7 11 1743 
erlegen 
a a ME 1,4 ar 1 ch 
4939 3 PETE 2395 FETTE 


43. Welche Reihe erhält man zur Berechnung von x, wenn man 
nach Euler 32 —=a-+ b setzt und tga— 5 annimmt? \ 


2 
Man findet tgb=3 und | 
1 1 a 3.54 Lerrt 1 121 a 1 


44. Die Funktion f(x) = are sin x mit Hilfe der für sie gültigen 
Formel (1— a?)fr +3 (&) — (2n + Yaf"t”(a) - nf) =0 (vgl. 
Nr. 21, S. 16) in eine unendliche Reihe zu entwickeln. 

Für <= (0 nimmt die soeben erwähnte Formel die Gestalt an 


f"+2(0) = n?f®(0). Da nun f’(@)= Ver für =0 den Wert +1 
ae Fr \ 


gl. Nr. 2, 8.9), und f"@)- -"—, für a0 den Wert 
(1 — x)? 


Null hat, so wird f””(0)—1, f((0) = 3%, frD(0) = 5°.3%,... f@n+ (0) 
—= (2n— 1)’(2n — 3)°--.5°-3°, während alle Ableitungen gerader Ord- 
nung ran AN Anwendung er ne Reihe liefert: 


en 
oder 
1-:30° | 1-3-5 27 1-3:8-. an) at 
wesin—a+, a + g6..0n Inti 


» 


(2n—1)’(2n—3)*-- ‚D.3° 578 
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Das Konvergenzkriterium von Cauchy zeigt, daß "diese Reihe 
für —1<x<1 konvergiert, für |x|>1 divergiert. Auch für «=+1 
bleibt die BET bestehen, denn wenn man x =1 setzt, ergibt sich 


die Reihe 1 +5 5 x — Be er -«; aber ihre Glieder, 
vom zweiten an ee sind kleiner als die Glieder der Reihe 


1 1 1:3 1-3-5 
TE Ta ELERRET TEE Diese Reihe kommt vor, wenn 


man Vl+x für = — 1 nach der Binomialformel entwickelt, sie ist 
nämlich gleich 1— |Y1 +x] = 1 und konvergiert daher.!) 
s=—1 


Übrigens ist auch hier eine ähnliche Bemerkung zu machen wie 
beider in Aufg. 41 abgeleiteten Reihe für arctgx: die Funktion 
aresin x hat unendlich viele Werte, da sinz=sin (@+2hm) ist, wol _ 
eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Die Reihe stellt 
den Wert von aresinx dar, der für <=0 gleich Null wird; daher 
liegt der Arkus in dem Intervall von — 3x bis +3 

45. Die Funktion e”siny der beiden Veränderlichen x und y in 
eine Maclaurinsche Reihe zu entwickeln. 

Man findet 


esiny-y+ay+ 5; y@@°— Dep) + 
+ rn yBd#—l0yty)+- 


Wie am Schluß von $ 12 bemerkt wurde, kann man mit Hilfe 
von Reihenentwieklungen häufig leicht die Grenzwerte der in un- 
bestimmter Form auftretenden Ausdrücke bestimmen. Hierzu Seien 
folgende Beispiele gegeben. 


46. f(2) = un ‚ man bestimme f(0) = ns 
Hier ist (vgl. Nr. 8, 85. 80) 
a Er 1 
d-4(5-5+ 4 )>atb 
wo Ö eine mit x verschwindende Größe bezeichnet; daher wird f(0)=4. 
Se Kine man bestimme f(0)=-- 


x 


47T. fa) = — 


1) Bezüglich des Nachweises, daß das Restglied R, bei der Reihe für 
aresin x im Intervall —1<“x<“1 nach Null konvergiert, sei auf W. Franz 
Meyer „Differentialrechnung‘“ (Sammlung Schubert Nr. 10), Leipzig 1901, S. 305 ff. 
verwiesen und für die Grenzfälle = +1 auf eine Abhandlung von L. Saal- 
schütz, Archiv d. Math. u, Physik, 3. Reihe, Bd. 5 (1903), 8. 196 fl. 
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Hier ist (vgl. Nr. 5, S. 80) 
.f(«) —/1 +2zlna+ — a + (1 +32l1nb+ ed +. ‚ia 


= 2Ina— 31ndb + E 
wo ö mit & a folglich ist f(0) = 2Ina — 3 Ind. 


48. (2) = nn _ man bestimme Wet 
Hier ist 
2 R 2 IE 
__ x?— sin?x — ( en) ea) 
Ka) late 0 N The ie 
n (5; ) 


wo ö und e mit x zugleich verschwinden; daher ist f(0) — 


$ 14. 
Konkavität und Konvexität. Wendepunkte. 
1. Ist für irgend einen Punkt P einer Kurve f(z,y)=0 die 
erste Ableitung e oder „+0, während die folgenden Ableitungen 


. k { 3 ee E any k 
bis zur (n—1)'”® einschließlich verschwinden, aber u oder y”®) einen 


von Null verschiedenen Wert hat, so kehrt bei geradem »n die Kurve 
im Punkt P der positiven y-Achse die konkave oder konvexe Seite zu, 
je nachdem y”) positiv oder negativ ist. Bei ungeradem n ist P ein 
Wendepunkt mit einer gegen die x-Achse geneigten Tangente (Wende- 
tangente). Ist jedoch y’=0, während wieder die folgenden Ablei- 
tungen bis zur (na— 1)" einschließlich verschwinden, aber y® von 
Null verschieden ist, so hat die Kurve bei geradem n und vertikal 
aufwärts gerichteter positiver y-Achse im Punkt P ein Minimum 
oder Maximum, je nachdem y® positiv oder negativ ist; bei un- 
geradem n ist P ein Wendepunkt!) mit einer zur x-Achse parallelen 
Tangente. | | 

2. Sind für einen Kurvenpunkt die Werte y und y” von Null 
verschieden, so kehrt die Kurve in diesem Punkt der x-Achse die 


1) Mitunter bezeichnet man alle diejenigen Punkte P einer Kurve als Wende, 
‘ punkte, für die die zweite Ableitung y” verschwindet, ohne Rücksicht darauf, 
ob die nächste nicht verschwindende Ableitung von ungerader oder gerader Ord- 
nung ist, also ohne Rücksicht darauf, ob wirklich in ? ein Übergang von Kon- 
 kavität in Konvexität stattfindet oder nicht. An solchen Stellen liegen mindestens 
drei aufeinanderfolgende Punkte der Kurve auf einer Geraden, der einer solchen 
Stelle zugehörige Krümmungsradius (vgl. $ 18) ist unendlich groß. Ein eigent- 
licher Wendepunkt liegt aber nur dann vor, wenn die Anzahl dieser einander 
- folgenden Punkte ungerade ist; bei gerader Anzahl nennt man die betreffende 
Stelle mitunter einen Flachpunkt (uneigentlichen Wendepunkt). 


& 
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konvexe oder konkave Seite zu, je nachdem y und y” gleiche oder 
entgegengesetzte Vorzeichen haben (y-y" positiv oder negativ ist). 


3. Die Wendeprinkte einer algebraischen Kurve n‘® Ordnung, die 
in homogenen Koordinaten die Gleichung f(x, y,2) =0 hat, liegen 
zugleich auf einer algebraischen Kurve 3(n — 2)" Ordnung (Hesseschen 
Kurve), die die Gleichung hat: 


are Bel. 
KT = fa fa fa5 | - 0, 
ai fa fi 


wobei die Indizes 1, 2,3 partielle Ableitungen nach x, y, z andeuten.') 
Auch liegen auf dieser Kurve diejenigen Punkte von f(x, y,2)=0, 
für die fj, /, und f, verschwinden, Punkte, denen der nächste Para- 
graph gewidmet ist. 


Beispiele. 


1. Man zeige, daß die Kurve y=-2°--6x°+112—6=(x-1)(2-2)\(2-3) 
in ihrem im Endlichen gelegenen Schnittpunkt mit der y-Achse 
der positiven y-Achse die konvexe Seite zukehrt. Vgl. Fig. 2, S. 3. 

y wird gleich — 12, also negativ. 

4 Zu zeigen, daß ie Kurve f(a,y=6r?— 122y + 5y? +25—0 
im Punkt 2=5,y=5 der positiven y- Achse die konkave Seite zukehrt. 


Die zweite Ableitung y" = — h —Mahh tief! (vgl. Nr. 1, 


S. 36) wird gleich > 0. 

3. Zu zeigen, daß die Kurve y=sin x 
überall der x-Achse die konkave Seite zu- 
kehrt, abgesehen von ihren Schnittpunkten 
mit dieser Achse, die Wendepunkte sind. 
(Vgl. Fig. 6, 8. 10). 

‚ Das Preis y.y" ıst gleich — sin? x, also 
im allgemeinen negativ. Für die Schnitt- 
punkte mit der x-Achse ist y=0 und 
wet y7 +0. 

4. Die Ellipe +4 —1=0 kehrt 

pse Et | 
in ihrem ganzen Verlauf der x-Achse die 
konkave Seite zu. 


m En" 
wett <0. 


1° 


Fig. 34. 
a? 8 


5. Man bestimme, für welches Intervall der Abszissen von Punkten 
die Kurve y + 32° — 622 —=() der &-Achse die konvexe oder konkave 


yı Hier sind unter Wendepunkten die eigentlichen - und "uneigentlichen 
Wendepunkte (Flachpunkte) verstanden. | 
' Dingeldey, Differential- und Integralrechnung. ],2. Aufl. 7 


babe Da ei. 
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Seite zukehrt, bestimme den Wendepunkt der Kurve und dessen Tan- 
gente (Fig. 34). 

yy' = 182?(2—3x)(2—«). Für -—o<x<2 ist die Kurve 
zur &-Achse konvex, für > <x<2 konkav, für 2<2< oo konvex. 
Die Kurve berührt die x-Achse im Koordinatenanfang, schneidet sie 
an der Stelle —2, der Punkt 2°, y=!% ist ein Wendepunkt 
mit der Tangente 368 — 9-3 = 0. 

6. Durch welche Gleichung sind die Parameter t der Wende- 
punkte der Zykloide 


z=at—bsint=gll), y=a—beost= Hit) 
bestimmt? Vgl. auch Aufe. 7, 8. 47. 
Es soll 9%” — w’p” verschwinden (vgl. Nr. 3, S. 36), während 
y” =+0 ist, und diese Forderungen liefern cos t = 2 woraus hervor- 


geht, daß nur im Fall b<a (bei der gestreckten Zykloide) Wende- 
punkte vorhanden sein können, nicht aber, wenn b>a ist (bei der 
verschlungenen Zykloide),. Dem Fall b=«a entspricht die gemeine 


Zykloide, die an den durch cos I - 1 bestimmten Stellen so- 


genannte Rückkehrpunkte oder Spitzen hat (vgl. $ 15). Figur 35 
stellt diese drei verschiedenen Fälle dar. 


7, Bei der Kurve y=f(x) soll mit Hilfe der Ableitungen y’ und y" 
die Bedingung dafür aufgestellt werden, daB die Kurve in einem 
Punkt P | 

a) der positiven z-Achse die konkave oder ee Seite zu- 
kehrt, NN. 
b) der y-Achse die Bonvssd oder konkave Seite zukehrt. 

a) Die Kurve kehrt der positiven x-Achse die konkave Seite zu, 


wenn aa >0 oder also wenn — r -y >O ist (vgl. Aufg. 9, 8. 42). 


Da nur das Vorzeichen dieses Ausdrucks in Betracht kommt, kann 


Wendepunkte bei Kurvengleichungen in Polarkoordinaten. 09 


man auch sagen: die Kurve kehrt der positiven x-Achse die konkave 
oder konvexe Seite zu, je nachdem %'- y’ negativ oder positiv ist. 

b) Die Kurve kehrt der y-Achse die konvexe oder konkave Seite 
zu, je nachdem das Produkt zy'y negativ oder positiv istı 

8. /u zeigen, daß die Parameter # der Wendepunkte der durch 
eine Gleichung in Polarkoordinaten r =- f(®) gegebenen Kurve aus der 
Gleichung r?+ 27°” — rr" = 0 bestimmt werden. 

Setzt man z=r c0osd#=gp(9), y-rsn#=%(9), so soll gi" — yo” 
verschwinden; im vorliegenden Fall wird g W" — vg’ =r?+2r°—rr”. 

9. Unter Benutzung dieses Ergebnisses zeige man, daß die Wende- 
punkte der Kurve r — nr mit Hilfe von (9) Hf($)=U zu be- 
stimmen sind, so lange f® - sin ®+f’(#) cos #-+0 ist. 

Setzt man 2=rcos®, y=rsin 9, so wird nunmehr 

N FH -FRILND 


da AfNsind-+fijcoe): 


10. Die Gleichung der Hesse- 
schen Kurve des  Cartesischen 
Blattes 

e+y—B3ary=O, 
(Fig. 36) zu bilden. 

Man erhält 

e+typ+tary-=0, 
eine Gleichung, die aus der ge- 
gebenen entsteht, wenn x durch 
— 32 und y durch — dy ersetzt 
wird. Die Hessesche Kurve läßt 
sich also aus dem gegebenen 
Cartesischen Blatt dadurch ab- 
leiten, daß man dieses um den Fig. 36. 
Koordinatenanfang O um 180° 


‚dreht und von O aus auf ein Drittel verkleinert. 


Weitere Aufgaben, insbesondere über Wendepunkte, finden sich 


in 8 20. 


$ 15. 
Bestimmung von singulären Punkten bei ebenen Kurven. 


1. Eine Kurve f(x,y)=0 hat an der Stelle x; y einen singu- 
lären Punkt, wenn die Koordinaten x, y außer f(x,y)=0 die Glei- 
chungen / =0 und ,=0 erfüllen. Hierbei wird noch vorausgesetzt, 
daß die Funktion f(x, y) eine eindeutige Funktion von x und y ist, 

7*+ 
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also z. B. x oder y nicht unter einem Wurzelzeichen auftreten.') Die 
beiden Koordinaten x, y müssen also drei ‘Gleichungen genügen, 
woraus hervorgeht, daß eine Kurve im allgemeinen keine singulären 
Punkte hat, vielmehr ist das Auftreten eines solchen Punktes an eine 
gewisse Relation zwischen den Koeffizienten von f(x, y) gebunden 

2. Wenn nicht auch noch die Ableitungen zweiter Ordnung 
fs fig, fa, für das einem singulären Punkt zukommende Wertepaar 

%, y seiner Koordinaten verschwinden, so liegt ein Doppelpunkt (zwei- 
facher Punkt) der Kurve vor und zwar 

ein eigentlicher Doppelpunkt (Knotenpunkt), wenn A=f%, — fi 1320, 

ein Rückkehrpunkt (Spitze, stationärer Punkt), wenn A=0, 

ein isolierter Punkt (Einsiedler), wenn A<O ist. 

Allerdings können im Fall A=0 auch höhere Singularitäten 
als nur ein Rückkehrpunkt auftreten.) 

In einem Doppelpunkt treffen sich zwei Kurvenzweige, jeder. von 
ihnen hat eine Tangente, und die Winkel «, die diese Tangenten 
mit der positiven Richtung der x-Achse Bilden, ergeben sich aus der 
für tg« quadratischen Gleichung 


ta +2, tgetfı =. 


Je nachdem A>0, =0 <Ö ist, sind die beiden vom Böfnel 
punkt aus möglichen Fortschreitüngsrichtungen auf der Kurve reell 
und verschieden, zusammenfallend oder konjugiert imaginär. 


3. Stellt f(x, y) = 0 eine algebraische Kurve dar, und wird die 
Funktion f(x,y), mit Hilfe von 2 homogen gemacht, indem man x 
und y durch 2:2 bzw. y: z ersetzt und die Nenner entfernt, sö lassen 
sich die Gleichungen f(x, y)=0, i=0, a =, die die Koordinaten 
eines Doppelpunktes erfüllen müssen, durch / =0, ,=0, ,=0 
ersetzen, wo f, die partielle Ableitung von f(x, y, 2) nach z bedeutet. 


4. Eine Kurve hat an der Stelle x, y einen dreifachen rl 
wenn die Koordinaten «, y nicht nur die Gleichungen f(x, y) = 
fi=0 und =, Bender auch noch /,=0, fa =, fa = en 


5. Der Koordinatenanfang ist ein Doppelpunkt einer algebraischen 
Kurve, wenn das absolute Glied und die linearen Glieder in der Glei- 
ehung der Kurve fehlen; die Gliedergruppe, die in x, y homogen vom 

1) Beispielsweise hat die Kurve F(x,y) = y— (ze — a)Vx — 0 an der 
Stelle e—=a, y=0 einen Doppelpunkt, die partiellen Ableitungen F, und F, 
verschwinden jedoch nicht für 2=a, y=0; wird aber die Gleichung der Kurve 
in die rationale Gestalt f(x,y) = y ’— (@— a) (2b) — 0 gebracht, so ver- 
schwinden f, und, f, für c=a, y=0. 

2) Vgl. hierzu G. Salmon, „Analytische Geometrie der höheren ebenen 
Kurven“, deutsch bearb. von W. Fiedler, 2. Aufl. Leipzig 1882, 8. 280— 283; 
H. Wieleitner, „Theorie der ebenen algebraischen Kurven höherer Ordnung“, 
Sammlung Schubert Nr. 43, Leipzig 1905, insbesondere $ 28 und $ 30—34. 
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. zweiten Grad ist, stellt, gleich Null gesetzt, die beiden Doppelpunkt- 
tangenten dar. Fehlt auch diese Gliedergruppe, so ist der Koordi- 
natenanfang ein dreifacher Punkt; die Gleichung, die sich durch Null- 
setzen der Summe aller Glieder dritten ae in & und y ergibt, 
zerfällt in die der drei Tangenten des Punktes. 


6. Eine durch eine Parameterdarstellung x = p(t), y= vyft) ge- 
 gebene Kurve hat an der Stelle x,, y, einen Doppelpunkt, wenn die 
Funktionen g(f) und y(f) für zwei verschiedene Werte t, und {, des 
Parameters ? dieselben Werte L, = DIR Ola v(t,) 
annehmen. Verschwinden für einen und denselben Wert ? die Ab- 
leitungen g’(f) und %‘(t), so ist £ der Parameter eines Rückkehr- 
punktes. 


eh | Beispiele. 

1. Man untersuche, ob’ die Kurve @? + 92°? — y? + 24x + 6y 
+11=0 einen Doppelpunkt hat und gebe, wenn a der Fall x 
seine Koordinaten und die Gleichungen seiner Tangenten 
an (Fig. 37). | 

Man findt = — 2, y=3; die Tangenten eines 
Doppelpunktes x, y sind allgemein bestimmt durch 

NT + 2E-) m Ne + Ef =, 

im vorliegenden Fall durch 
— 2-94 6(&+2° = 0, dh. y-3=tViEH2) 
2. Die gleiche Aufgabe für die Kurve 
x 4° — 3 +12y--2=0. 
Der Punkt <=0, y=2 ist ein isolierter u seine beiden Tan- 
genten sind Bogaben durch 88° +6(n — 2)’ = | 

3. Die gleiche Aufgabe für die Kurve 2° 2% pP — 222 —2y+2=0. 

Hier it &=y=1 ein Rückkehrpunkt mit der Tangente 
EN 2— 0. | 

4. Zu zeigen, daß die Kurve +12 2°— 6y?+ 362°+27y%-81=0 
drei Doppelpunkte hat; ihre Koordinaten und Tangenten sind an- 
zugeben. 


z= 0,y=3 mit den Tangenten 236 + Y3(n—3)-=0, 
z=—3,y-0 mit den Tangenten 2E+3)tyYV6 = 0, 
x<=—6,y=3 mit den Tangenten 2(&+6) + (n—3)Y3 = 0 
5. Die Kurve + ft — 2° —2yP +1 — (0) hat vier Doppel- 
punkte. Da eine nicht zerfallende Kurve vierter Ordnung höchstens 


drei Doppelpunkte haben kann, wie in der Theorie der höheren ebenen 
Kurven gezeigt wird, muß die vorgelegte Gleichung zwei Kegel- 


Fig. 37. 
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schnitte darstellen, deren Schnittpunkte die Doppelpunkte sind. Man 
bestimme diese sowie die beiden Kegelschnitte. 

Die Schnittpunkte sind 2=0, y=t1 und y=-0, 7=ti1l; 
die Kegelschnitte (zwei Ellipsen) sind gegeben a 

ET a ayy2o. 

6. Die Kurve (+ y?)? — (a0? + b?y?) = 0 (Fußpunktkurve einer 
Ellipse mit bezug auf den Mittelpunkt der Ellipse als Pol, vgl. 
Aufg. 3, $. 62) hat im Koordinatenanfang einen isolierten Punkt. 
Vgl. Fig. 21, 5. 62. Die Lemniskate (2? + y”)” — a’(2?—y?)=0 (Fuß- 
punktkurve der gleichseitigen Hyperbel © — y’—a?=(0 mit bezug 
auf den Mittelpunkt als Pol, vgl. Aufg. 4, S. 62) hat im Koordinaten- 
anfang einen eigentlichen Doppelpunkt. Vgl. Fig. 16, S. 54. 

7. Welche Singularität hat die Kurve + + se y—2y = 0 
im Koordinatenanfang? 

Sie hat einen dreifachen Punkt mit den Taugenken N; 
n=+8&Y2 und „= —&Y?2 (vgl. Fig. 38). 

8. Soll eine Kurve zweiter Ordnung 

A120? + 20,2Yy + Ay? + 20,5% + 20,5% + Ay, — 0 


y einen Doppelpunkt haben, also in ein Ge- 
radenpaar zerfallen, so muß die Determi- 
nante 


| Ayı Ay Az 


| 


Oz; App Ay; versch winden. 


Ay; Age Anz 


Dies folgt daraus, daß, wenn man die 

Kurvengleichung mit Hilfe von z homogen 

gemacht hat, die drei homogenen linearen 

Fig. 38. Gleichungen f, =0, , =0, a = 0 neben- 

einander bestehen müssen. 

9. Man zeige, daß die durch die Parameterdarstelung x =at cost, 

= ie sin t. gegebene Archimedische Spirale an den Stellen 

t=t(n+4)2,n=0,1,2,..., Doppelpunkte hat (vgl. Fig. 10, S. 38). 

Aus z=at, cost = at, cost, y=at,snt, = at, sint, (vgl. 

Nr. 6, 8. 101) folgt -, neh Ne enger sin t, cos t, — cost, sin, —(, 

t, 77.008 cost, sin t, 

somit 4, ——=Xkz, wo keine positive ganze Zahl oder Null bedeutet. 

Wäre nun h eine gerade ganze Zahl oder Null, so würde cost, —cost,, 

sint; =sint, und mit Rücksicht auf t, cost, —t,cost,, 4, sint, =t,sint, 

auch t, =, folgen, die Forderung in Nr. 6, S. 101 also nicht erfüllt 
sein. Ist aber k eine ungerade ganze Zahl, etwa 2n --1, so wird 
| cost, __ gin ERRCH 1 | 

cost, sint, j 
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und mit Rücksicht darauf, ee diese Quotienten auch atstar “ 
sein müssen, folt ,= = E(n+4) x. ; 
10. Sind p .d, 9(t), te ganze Funktionen zweiten Grades 
des Parameters t, etwa p,(t) = a,;?+2bt+c, Ü=1,2,3), so bilden 
die Gleichungen 
EEE 29 a 
NN +EHHMH HH MPN’ 
y— Bys(t) Pı © 

a HH +EUR’ 
in denen & und ß Konstanten bedeuten, die Parameterdarstellung einer 
Kurve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten. Die Parameterpaare, 
die zu den Doppelpunkten gehören, sind die als verschieden voraus- 
gesetzten Wurzeln der Gleichungen 9,(#) =0 (#1, 2,5). Die Koordi- 


eten der Doppelpunkte sind änzugeben.') 
Für die beiden Wurzeln von p,()—=0 wird = > y= 0; die 


zwei Wurzeln von 9,(f)=0 liefen = 0, y- P die zwei Wurzeln 


b h) 
von 1 9() —=( ergeben = y=(. 


8 16. 
Bestimmung der Asymptoten ebener Kurven. 


Unter Asymptoten versteht man die in den unendlich fernen Punkten 
einer Kurve gezogenen Tangenten. 

1. Will man die Asymptoten einer algebraischen Kurve n‘” Ord- 
nung f(x,y) = (0 bestimmen, so ordnet man zunächst ihre Gleichung 
nach homogenen Gliedergruppen, \also folgendermaßen: 


fe) Ehe NH HEN + + N): 


wo fu(2,Y) die Summe aller Glieder bezeichnet, die in x, y homogen 
vom n‘® Grade sind; ferner bedeutet f,(x, y) das im (n — 1)” Grade 
homogene Aogregat, allgemein f,(x,y) das im (n — k)'” Grade homo- 
gene Aggregat. Das Glied f,(x,y) ist somit eine Konstante. 
Beschränken wir uns vorerst auf Asymptoten, die nicht zur 
y-Achse parallel sind, so können wir die Gleichung einer solchen in 
der Form y= px + q annehmen. Zur Bestimmung von 9 ersetzt man 


1) Für das nähere Studium der durch eine Parameterdarstellung gegebenen 
Kurven vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten sei auf eine Abhandlung von 
A.v. Brill, ‚Über rationale Kurven vierter Ordnung“, ‘Math. Annalen Bd. 12 
(1877), S. 90, verwiesen; daselbst bilden die. Doppelpunkte die Ecken des der 
Betrachtung zugrunde liegenden Koordinatendreiecks, und die Kurve wird zu 
einem Kegelschnitt in Beziehung gebracht, aus dem sie durch „quadratische 
Transformation‘ hervorgeht, 


RE ET PAR BIRNEN RES WET ESEL OE ENAAT Sin 
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in /u(x,y) die Größe x durch 1, y durch p. So erhält man einen Aus: 
druck f,(1,p), der kürzer mit 2 bezeichnet sei. Er wird im allge- 
meinen vom n*" Grade sein. Die Wurzeln der Gleichung gp,(p) =0 
sind die Richtungskoeffizienten der n Asymptoten. Sollte p,(p) von 
niederem Grade als » sein, so ist dies ein Zeichen dafür, daß die 
Kurve auch Asymptoten hat, die zur y-Achse parallel sind; über sie 
wird unten näheres unse werden. Zur Bestimmung voh g bildet 
man die Gleichung p,(p) + ay',(p) = 0, wo 9,(p) mit /,(1,p) iden- 
tisch ist, während @,(p) die Ableitung von @,(p) bezeichnet. Jeder 
"Wurzel p von 9,(p) = 0 wird auf solche Weise eine Größe q zuge- 
ordnet, und y=pxz+9g ist alsdann die Gleichung einer Asymptote. 

Fehlt das Aggregat f,(x,y) in der Kurvengleichung f(x, y) = 
und hat g,(p) keine mehrfachen Faktoren, so sind sämtliche Größen q 
gleich Null, und die linearen Faktoren von /,(z=,y) stellen alsdann, 
gleich Null gesetzt, die Asymptoten der Kurve dar. 

Hat 9,(p) =0 eine Doppelwurzel p=9,, für .die p,(p) ver- 
schwindet, so kann jede Gerade y=p,27 +g, wo g eine beliebige 
Konstante ist, als (uneigentliche) Asymptote betrachtet werden. - Ins- 
besondere aber sind dann diejenigen beiden Geraden die eigentlichen 
Asymptoten der Kurve, für die sich q aus 


en) + DM + MV 


bestimnit, wobei @,(p) = f(1,) ist. 

Das Kennzeichen für das Auftreten zur y-Achse paralleler Asymp- 
toten x = k ist bereits erwähnt worden. Zur Bestimmung von %k divi- 
diert man die Gleichung der Kurve dureh die höchste in ihr auf- 
tretende Potenz von y und 'setzt nun y = 00; es bleibt alsdann eine 
Gleichung für z, deren Wurzeln die gesuchten Größen % sind. 

2. Ist die Kurve durch eine Parameterdarstellung x = p(t), 
y= %(t) gegeben, so untersucht man zunächst, ob es Werte & gibt, für 
die nur eine der beiden Funktionen p(t),, »(t) unendlich groß wird, 
wäkrend die andere endlich bleibt. Ist z.B. p(l)= Se. 
hingegen Y(r) = c, so ist y=c eine Asymptote der Kurve. W erden 
beide Funktionen 9) und »(£) für = r unendlich groß, so haben 
die Asymptoten der Kurve im allgemeinen Gleichungen von der Form 

=px+g, wobei p = Bm 2 N q = lim [y(t) - pp). 

3. Der. Fall, daß a ecke einer Kurve in der Form y = f(«) 
vorliegt, ist auf den soeben behandelten zurückführbar, man braucht 
nur 2= p(t) zu setzen und erhält dann y=f[p(t)] = v(t), oder man 
setzt (oft noch einfacher) e=t, y=fft). | 

4. Ist eine Kurve durch ihre Gleichung in Polarkoordinaten 
fir, 8) = 0 gegeben, so bestimmt man zunäehst durch die Annahme 
r = 06 dıe Polarwinkel $, denen unendlich große Radienvektoren zu- 


a EN 5 le sn at a a 
. 5 x vw x “ 
. . % { 
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gehören, d. h. man bestimmt die Richtungen der Asymptoten. Durch 
Berechnung der'zugehörigen Polarsubtangente (vgl. Nr. 4, S. 66) findet 
men alsdann die Lage der Asymptote. | 


5. Auch die Asymptoten einer in der Form f(x, y) = 0 gegebenen 
Kurve lassen sich mit Hilfe von Polarkoordinaten bestimmen. Man 
setzt z=rcos®, y=rsin® und sucht, wie eben angegeben, die Rich- 
tungen # der unendlich fernen Punkte der Kurve. Erhält man für 
9 einen rechten Winkel, so_liegt eine Asymptote 2=%k vor, wo k 
so zu bestimmen ist, wie oben in Nr. 1 gezeigt wurde. Die übrigen 
Asymptoten, nämlich diejenigen, die nicht zur x-Achse rechtwinklig 
sind, haben Gleichungen von der Form y=px+g, wo p=tgr ist, 
während sich qg aus der Gleichung ergibt, die entsteht, wenn man 
y—ztgr+gq in f(a,y)=0 einträgt und nun 2 = © setzt. 


Beispiele. 
1. 2922 — 5ay+3y—Tr+4iy—12=0. 
Die Asymptoten sind y=x +3 und 22 — 3y—2B3=0. 
2. 30° — 8a?y +32? + 2 P +32 —day— PP +62 — 20-0. 
Asympt.:42 — 4y+3=0, 847 +28y+9=0,72x—14y+1=0. 
3. 2? —ay+la— 2b)ay+ dar + 2alby—-DW=0. 
Asympt.: 22 — y+2(a —2b))=0), 2z=a,02=—2b. 
4. 2 — Bay —- 2 — da +3y—E—=V. 
Eine Asymptote ist y= 4x; jede Gerade y=— x +gq mit be- 


liebigem Zahlenwert g ist eine uneigentliche Asymptote, während 
q=2 und g=-—2die eigentlichen Asymptoten darstellen. 


D. (2 — a) -- la t+a)=0. 

Asympt.: y=cr +ta,y=—- 2 —a,2=4. 
a’ 

6. Y = NEE, Be 


Asymt: y=-2,=-l,10=-1. 

7. Das Cartesische Blatt x? + y® — Baxy = 0 hat eine reelle und 
zwei imaginäre Asymptoten; die reelle Asymptote ist zu bestimmen. 
Vgl. Fig. 36, S. 99. | 

sty+ta=V. 

8. Für die durch eine Parameterdarstellung x = a ae aa 
‚gegebene Kurve Wie Asymptoten zu bestimmen. | 

Man findet = 2, 22 +83y+1=0, 62 — 40y+9=0. 
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1 


9. Die gleiche Aufgabe für die Kurve y= ehe, deren Glei- 
ce’ +d 
chung durch x = = y- Berl ersetzt werden kann. 
' ce +d 
Die Asymptoten sind y= ; a und <= —. 
es 
C 
10. Die gleiche Aufgabe für y= Near — mit Hilfe von 2 = 2 
EL. en bt ce” 14 
t(ce + d) 
Man findet 
ER 1 PL BER.L, be--bd— ac 
% = ——— und (für = O)y ara Pott 


( 


11. Die Asymptote der hyperbolischen Spirale r = 5 zu be- 
stimmen, wo «a >0 sei. 


Die Asymptote ist zur x-Achse parallel; die ihrem unendlich 
fernen Punkt zugehörige Polarsubtangente wird 2 = --a, also er- 
hält man y=aa, unter Rücksicht auf die in Nr. 5, 8. 66 gegebene 
Regel (Fig. 39). 

y 12. Die entsprechende Aufgabe für den 


r . Re N ER . e 
__ Kegelsehnitt r = ao De die nu 


merische Exzentrizität, » den Parameter der 
Kurve, d.h. die Länge der durch einen reellen 
Bicpnpunk roch uk zur N ge- 


Fig. 39. zogenen Sehne bedeutet. 
. D s 
Die Richtungen der Asymptoten bestimmen sich aus cos# = —, 


sind daher nur reell, falls &>1 ist, also beı der Hyperbel und der Parabel, 
und zwar liegen die zwei unendlich fernen Punkte der Hyperbel in 


den Richtungen 9, = arc cos = und 27 —®,, bei der Parabel liegen 


beide zusammen auf der Achse B7 Kurve. Die De 2 


wird bei der Hyperbel gleich , Fer oder gleich av für die 

zu 9, gehörige Asymptote, gleich a für die zu 27 — 9, ge- 
— € — 

hörige Asymptote. Diese Geraden haben in rechtwinkligen Koordi- 

naten die Gleichungen F | 


2(2—1)e—2yV®—1+ep=0 und 2(® — 1)2e +2yV&—1l+ep=0, 
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wenn die Achse der Polarkoordinaten als x- akt und der Pol als 
Koordinatenanfang gewählt wird. 

Bei der Parabel ist die unendlich ferne Beridb Tangente in den 
zwei zusammenliegenden unendlich fernen Kurvenpunkten. 


Weitere Aufgaben zur Asymptotenbestimmung findet man in $ 20. 


8 17. 
Maxima und Minima (extreme Werte) einer Funktion, 
I. Funktionen von einer Veränderlichen. 


1. Wenn die Ordinate y des Punktes P der Kurve y= f(x) einen 
extremen Wert haben soll, muß jedenfalls (vgl. 8. 96) die für den 
Punkt P gebildete erste Ableitunr y verschwinden, und zwar ist Y 
ein Mirkaım oder Maximum, je Harder die für P gebildete zweite 
Ableitung y” positiv oder negativ ist. 

Hierbei sei auf eineu besonderen, häufig eintretenden Fall auf- 
merksam gemacht. Will man das Vorzeichen von y’ bestimmen, 


v . u. 
wenn y ein Bruch „ Ist, so/genügt es, die aus yY=0 oder uv=0 


i u ee 
erhaltenen ‚Werte x einzusetzen in _; wenn überdies v eine für alle 


reellen Werte x positive Größe ist, stimmen die Vorzeichen von y” 
und « überein, man hat dann nur das Vorzeichen zu bestimmen, das 
der Wert für die betreffende Wurzel x von u—= O0 annimmt. 

Wenn für den Punkt P außer y’ auch y’ und eine Reihe wei- 
terer Ableitungen, etwa bis zur (n—1)" Ableitung einschließlich, 
verschwindet, ehvend y® ist, so hat die Kurve y= f(x) bei ge- 
radem » ın pP ein Minimum oder Maximum, je nachdem y® positiv 
oder negativ ist; bei ungeradem n liegt dagegen weder ein Maximum 
noch ein Minimum vor, vielmehr ist P ein Wendepunkt mit einer zur 
x-Achse parallelen Tangente. 

Selbstverständlich muß die Funktion /(x) in der nächsten Um- 
gebung der Stelle x stetig verlaufen, und gleiches muß von ihren Ab- 
 leitungen gelten, so weit "diese bei Bestimmung des extremen Wertes 
zu berücksichtigen sind. 


2. Sind z und y durch eine Gleichung f(x, y) = 0 verbunden, so 
tritt bei Bestimmung der Werte x, für die y ein Minimum oder Maxi- 
mum wird, an Stelle von y =0 die Gleichung f, = 0, während sich 


y' nach Nr. 1, 8. 36 auf in reduziert. Hierbei ist vorausgesetzt, 


daß , + 0 sei. Im vorliegenden Fall hat also y” denselben Wert 
fir | 
wie — 4. 


TEEN RS AIRES RE RE EN E UDREE IT PETTRE PEETREEN R 
108 817. Maxima nnd Minima einer Funktion. 
Beispiele. 


Für welche Werte der unabhängigen Veränderlichen x nehmen 
die folgenden Funktionen einen extremen Wert an? 


1% | y= = —.? +3 - 

Für = 0 wird y=3 ein Max., = 9 N y=-=-—1lemn 
Min. Vgl. Fig. 1, 8.3. 

2. y= 22° — 32° — 36x + 20. 


Für a=3 wird y=—61l ein Min, für 2 wird y = 64 
ein Max. | 


3. | y=(z2— a). 
Fürz=a wird y=O ein Min. 
4 y=(& — u). 


Kein Max. oder Min. vorhanden. Der Punkt z=a, va 0 ist 
ein Wendepunkt der Kurve. Ä 


5. y=(#—.a), wo n eine positive ganze Zahl sei. 

Bei geradem n liefert e=a ein Min. y=0, bei ungeradem n 
hat die Kurve an dieser Stelle einen Wendepunkt. . 

6. N y-lıa-a). ein 

Für <=0 und x=a wird y=0O ein Min, für =14a wird 
yY= ix a* ein Max. | 

7. Man zeige, daß unter allen Dreiecken mit gegebenen Längen 
a und b zweier Seiten das rechtwinklige mit den Katheten a und b 
den größten Flächeninhalt hat. 

Der Inhalt J=4absinz, wo & den: von den Seiten a und b 
eingeschlossenen Winkel bezeichnet, wird für <= 47 ein Max. 

8. Zu zeigen, daß unter allen Dreiecken von gegebenem Um- 
fang 2s, die man über derselben Grundlinie a konstruieren kann, das 
gleichschenklige den größten Flächeninhalt hat. 

Der Inhalt J=Ys(s— a)(s—xz)(a +2 — 5), wo x und 2s—a—x 
die Längen der beiden nicht gegebenen Seiten sind, wird ein Max., 


. . . . . ve ü . 
wenn der Radikand ein Max. wird. Dies tritt frz =s— , ein. 


9. Aus einem Stück Eisenblech von der Gestalt eines Rechtecks 
ABCD (Fig. 40), dessen Seiten die Längen a und 5b haben, kann 
man durch Wegsehneiden von vier gleich großen Quadraten an den 
Ecken und Aufbiegen der übrig bleibenden Randstücke um die Kanten 
EF, FG, GH, HE einen offenen Kasten herstellen. Wie groß ist 
die Seite « der Quadrate zu wählen, damit das Volumen F des 


a N a a a 7 Z Er Berk u nV a Dial LEN a 2 ra ELENA AK 2° An 
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Kastens möglichst groß wird?!) Wie groß ist insbesondere x zu 
wählen, wenn das Rechteck 4BOD ein Quadrat ist (b=a)? Vgl. 
auch Aufg. Nr. 5, S. 146, 


V=x(a—22)(b — 2x). ee VE ‚ein 


Ausdruck, der sich für b=a auf z=4a reduziert. 


hu 


ne ee ee ) 
U 


ee N ie 
D C 
Fig. 40. Fig. 41. 


10. Durch den im ersten Quadranten des Koordinatensystems ge- 
legenen Punkt P («=a, y=b) wird eine Gerade gezogen, die die 
positiven Teile der Koordinatenachsen in M und N schneidet (Fig. 41); 
man zeige, daß der kleinste Wert, den die Summe s=-OM-+ON, 


der Achsenabschnitte annehmen kann, Bo a4+2 YVab +5 ist, 
Setzt man OM=x, so wird s=c + a — — 


ergibt 2a + YVab. 

11. Setzt man, das Volumen einer Wassermenge von der Temperatur 
0° gleich 1, so ist nach Untersuchungen von H. Kopp?) das Volumen 
bei der Zwischen 0° und 25° Celsius gelegenen Temperatur £ gegeben 
- durch 


v,— 1 — 0,000061045 1 + 0,0000077183 £? — 0,00000003734 ®. 


Bei welcher Temperatur ist das Volumen am kleinsten, also die 
Diehtigkeit am größten? 
t= 4,075. 


12. Für die spezifische Wärme c, des Wassers bei einer Tempe- 
ratur von Z° Celsius gilt die F ormel 5) 


» Diese Aufgabe, die man in mehreren Lehrbüchern und Aufgabensamm- 
lungen zur Differentialrechnung findet, scheint zum ersten Mal bei N. Cirier, 
Nouv. Ann. de Math. Bd. 13 (1854), S. 411f. vorzukommen. 

2) Vgl. Poggendorffs Annalen Bd. 72, S. 44f. (1847). 

3) Vgl. A. Winkelmann „Handbuch der Physik“, 2. Aufl., 3. Bd. Wärme, 
Leipzig 1906, 8. 173. 
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c,= 1 — 0, 000 6684 2 -- 0,00001092 7; 
bei welcher Temperatur ist die spezifische Wärme ein Milmum?) 
= 30,6: 


13. Ein Punkt P, bewegt sich von A aus in der Roeklüng nach 5b 
mit konstanter Geschmndieheh v,. In demselben Augenblick, in dem 
P, seine Bewegung von A aus Bepinnt, verläßt ein Pankt P, die 
Stelle B und bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit v, in der 
Richtung nach Ü (Fig. 42).. Dabei ist gegeben AB=a, XABC=B. 
Nach welcher Zeit ? ist der Abstand P,P, der beiden Punkte ein 
Minimum? 

Es ist P P?=(a— vwd)! En, ’— oe und a 
aw4+%,eosP) 

24 2,°1 29, d,cosß 


=; 

b e 

ee 
A N 


1 7 
Fig. 42. Fig. 43. 


Ausdruck wird ein Minimum für f= 


C 


14. Seitwärts von dem Hauptstrang ON einer geradlinig ver- 


laufenden Wasserleitung liegt im Abstand AB=b das Gebäude B_ 


und es it OA=a (Fig. 43). Von welcher Stelle P des Hauptstranges 


muß man die nach D führende geradlinige Nebenleitung PD abzweigen. _ 


wenn die Gesamtkosten K möglichst gering werden sollen und auge- 
nommen wird, daß längs der Strecken OP, PN, PB die Kosten der 
Anlage für die Längeneinheit bzw. k,, k,, k, Mark betragen? 

Setzt man ON=1!, OP=x, so ist 


K-hz+kl—x) + k,V(a— z)2+ b2 


a 


dx 


daher 
uzoh  E EN 
Vom game 
k, 


Bei Einführung des. Winkels APB = « folgt cosa — He und als- 


vs 


dann z=a-—bceot a. ER 


15. Ein Radfahrer fährt längs einer: geradlinig verlaufenden 


Straße AB mit der Geschwindigkeit v,; seitwärts von dieser’Geraden 
liest ein Ort © im Abstand BC=b, während AB=a ist (Fig. 44). 
Nach jener Seite der Straße AB hin, auf der Ü gelegen ist, erstreckt 


sich zum Radfahren ungeeignetes Gelände, man muß zu Fuß gehen, und 


SF, 


ht a 
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dies geschehe mit der Geschwindigkeit v,. An welcher Stelle P der Ge- 


raden Ab muß nun der Radfahrer vom Rad absteigen und gerad- 
linig von P nach (' gehen, wenn die zur Zurücklegung des Weges 
AP-+ PC nötige Zeit £ ein Minimum sein soll? 
Setzt man PB=x, so wird AP=a—x und 

a— am , Vb+a* dt 1 It bu, & 
7 an RT ee —— el N == ne 

RR d, da vr 9,Vb? + x: Vo, 2—p,® 

t . \ 

wird positiv. Man erkennt zugleich, daß die Aufgabe nur einen 


pe 
2 
dx 3 
Sinn hat, wenn, v, > v, ist. 


Aus 1 . 
ES R IE 
Vb’+ x’ RL, 


folgt übrigens, wenn <UOPBbB=a« ge- 


cos —=1y:V,, 


ein Ausdruck, der von a und b ganz 
unabhängig ist. Daraus geht hervor, 
daß die Richtung, in der man von P aus 
abzweigen muß, von der Lage des Punktes 
C ganz unabhängig ist und nur von dem 
Verhältnis der Geschwindigkeiten ®,, v, abhängt. Ist z.B. v, = 3v,, so 
wird cos@a—=3 und « = 70° 317 45”. 

W. Launhardt deutet diese Aufgabe und ihre Lösung folgender- 
maßen:?) 

Längs einer Straße AD ıst der Frachtsatz für Transportkosten 
für je einen Kilometer gleich k,, längs des ungebahnten Weges PC 
gleich k,. Wo ist P anzunehmen, wenn der Transport längs AP-+ PC 
ein Minimum von Kosten verursachen soll? 

Hier muß (a—z)k,+YVx?+ b°’k, ein Minimum werden; man 
findet 2: Ya + —=k,:k,= cose. In dieser Riehtung « muß der 
Transport von P nach C oder von Ü nach P erfolgen. Eine durch 


Fig. 44. 


. A rechtwinklig zu CP gezogene Gerade AD kann als Zugangsfront 


bezeichnet werden, denn der Verkehr aus dem seitwärts von AB ge- 
legenen Gebiet nach AB hin muß rechtwinklig zu dieser Geraden 
erfolgen, wenn die Transportkosten möglichst klein sein sollen. 

16. In welchem Augenblick ist beim Schubkurbelgetriebe die Be- 
schleunigung p des Kolbens gleich Null, somit die Geschwindig- 
keit v eın Maximum oder Minimum? 


Nach Aufg. Nr. 24, S. 18, ist 
v—ao|sind+ BanES 


BR I RER | 
ayı — k®sin®9]’ 


1) „Theorie des Trassierens“, Heft 1, Hannover 1887, S. 20f. 
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ferner nach Aufg. Nr. 25, 8. 18: 


3 = en 0000 r kc0829# + k*sin es 
(1— k?’sin 2.92 
Die Forderung p = O liefert im Fall k+1 für # die Gleichung 
1 — sin? — k’sin!$ + *sin® = 0, die als kubische Gleichung für 
sin?9 betrachtet werden kann und den Ausdruck | 


4 = M(k— 1)(k + 1)(27K2 + 5) 


zur Diskriminante hat. Im Fall k=1 zieht die Forderung p=0 


die Gleichung cos # = 0 nach sich, somit 9 = 4 oder $ x: 


17. In welchem Augenblick ist beim oszillierenden Schubkurbel- 
getriebe (vgl. Aufg. Nr. 30, 3. 20) die Winkelgeschwindigkeit @,, mit 
der sich die Schubstange AB um B dreht (Fig. 9, S. 19), ein Man) 
oder Minimum? 


Aus 


Di folgt do, Er abo(a? — b’\sin® 


a8 (a +? Saboosn)*’ 


aa(bcoo# —a) 
a? + b?2— 2abcos® 


es kommen somit nur die Werte = (0 und #®=x ın Betracht. Im Fall 
b>a entspricht dem Wert $—=0 das Maximum von o,, nämlich 


ae, dem Wert *=xr das Minimum, nämlich — te: 
b—-a Da: 


18, In einem von einem Wechselstrom durchflossenen Draht ist 

die Stromstärke .J/ eine periodische Funktion der Zeit, nämlich 

J = J, sin = 
(vgl. Aufg. Nr. 4, 8.10), wo J, die größte auftretende Stromstärke, 
T die Dauer einer Periode bezeichnet, in der sich die gleiche Phase 
des Wechselstroms wiederholt. Welchen Werten t entsprechen die 
maximalen Stromstärken in der einen /oder anderen Richtung? 

Zu den Zeiten t=(n+ HT, (n=0, 1,2, 3,...) erreicht die 
Stromstärke in der einen Richtung ihr Maximum, zu den Zeiten 
t=(n+ *)Tin der anderen Richtung. > 

19. Man zeige, daß der Effekt im äußeren Stromkreis eines gal- 
vanischen Elementes ein Maximum ist, wenn der Widerstand W im 
äußeren Stromkreis (in der Leitung) gleich dem Widerstand w im 
Element selbst ist. Hierzu werde bemerkt, daß zwischen diesen 
Größen, der elektromotorischen Kraft E und der Stromstärke J nach 


R Unter 


dem Ohmschen Gesetz die Beziehung’ stattfindet J = an, 
dem gesamten Effekt!) versteht man das Produkt aus der elektro- 


1) Im allgemeinen versteht man unter Effekt die in einer Sekunde geleistete 
Arbeit. Die von einem elektrischen Strom geleistete Arbeit ist nun gleich dem 
Produkt aus der elektromotorischen Kraft E und der Elektrizitätsmenge q: diese 
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motorischen Kraft und der Stromstärke, also den Ausdruck V= EJ 
= J:!(w+ W), der Effekt im äußeren Stromkreis ist der Summand 
vr, =-JI°’W = ee Dieser Ausdruck ist als Funktion von W zu 
betrachten und soll ein Maximum werden. Vgl. Aufg. 50, S. 129. 
Für die Rechnung ist es bequemer zu verlangen, daß der rezi- 
proke Wert von Y, ein Min. werde. Dies trifft für W = w ein. 


20. Zwei Orte P, und P, sollen durch eine Eisenbahn verbunden 
werden, und zwar liege P, im flachen Land, P, auf höherem Gelände, 
das von einer die Orte P, und P, trennenden Geraden g gleichmäßig 
ansteigt. So entstehen zwei ver- N 
schiedene Gebiete, die y zur Grenze 2, 
haben. In dem Gebiet, das P, ent- 
hält, mögen die Kisenbahnzüge mit 
der durchschnittlichen Geschwindig- 
keit v, fahren, im anderen Gebiet sei 
die Geschwindigkeit v,. Es wird 
gefragt, nach welchem Punkt © 
der Geraden g die Eisenbahn von 
P, und von P, aus jedesmal gerad- 
linig zu führen ist, wenn die zum 
Durchfahren der ganzen Bahnstrecke 
notwendige Zeit t ein Minimum 
sein soll. Dabei seien P,R, = a, Fig. 45. 


PN) 


aber ist durch g=Jt gegeben, wenn # die Zeit bezeichnet, während deren der 
Strom J die Elektrizitätsmenge q geliefert hat. Somit ist die vom Strom ge- 
leistete Arbeit gleich EJt, die Leistung in einer Sekunde oder der Effekt ist ZJ. 
Da die praktische Einheit der elektromotorischen Kraft als Volt, die praktische 
Einheit der Stromstärke als Ampere bezeichnet wird, führt die Einheit der elek- 
trischen Leistung den Namen Volt- Ampere; gebräuchlicher - ist der Ausdruck 
Watt. In mechanischer Arbeit ausgedrückt ist 1 Watt = 0,102 Kilogrammeter 
(1 Sek.)=10' Erg, in Wärmeeinheiten gleich 0,24 Grammkalorien. Bezüglich 
des Ausdruckes Erg sei erwähnt, daß er die Einheit der Arbeit darstellt, näm- 
lich die Arbeit, die von der Einheit der Kraft auf dem Weg von 1 cm (der 
Längeneinheit) geleistet wird. Die Kraft wird iu der Mechanik als das Produkt 
aus Masse und Beschleunigung definiert; die Einheit der Kraft erteilt der Masse 1 
die Beschleunigung 1 und wird Dyn genannt. Da die Anziehung der Erde der 
Masse eines Gramms eine Beschleunigung von rund 980 cm erteilt, ist die Kraft, 
mit der ein Gramm auf seine Unterlage drückt, gleich 980 Dyn; einem Kilogramm 
entsprechen 980000 Dyn. Offenbar ist’ ein Kilogrammeter gleich 98 10° Erg. 
Ein elektrischer Strom von der Stärke 1 Ampere scheidet im Knallgasvoltameter 
bei 0° Temperatur und 760 mm Druck in 1 Sekunde 0,174 cem Knallgas aus, im 
Silbervoltameter 1,118 mg Silber. — Die Einheit der elektromotorischen Kraft ist 
etwa gleich der elektromotorischen Kraft eines Daniellschen Elementes. Als Einheit 
des Widerstandes diente früher die Siemens-Einheit, der Widerstand einer Queck- 
silbersäule von 1m Länge und 1 qmm Querschnitt bei 0° REDPEOMIN: jetzt das 
Ohm = 1,063 'Siemens-Einheiten. 


Din 4 eldey, Differential- und Integralrechnung. I, 2. Aufl. | te) 
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und P,R, = a, die Abstände der Punkte P,, P, von der en 7 
ferner sei RR,= c, R,Q = (Fig. 45). Die Überführung der Geraden 
PO. mM äte Gerade OP, mit Hilfe einer Übergangskurve erfordert 
eine besondere Untersuchung, die jetzt nicht vorgenommen werden 
soll.!) Die Gleichung für die gesuchte Strecke x soll nicht aufgelöst, 
sondern geometrisch gedeutet werden. 

Man findet t= Ben ee ‚ und die geometrische 


ni 
Deutung der Gleichung 5 — 0 liefert — en = woa=<xXPQ%R, 
BR 
= SLP,OR,. Bei Hiufakeung der zu @, nd &, gehörigen Komplement- 
winkel e&=<XP,%N, und B=<XP,QN, erhält man sin e-—sinß 
2 

—=nsinß, wenn 9,:%,=n gesetzt wird. Aus dieser Gleichung 
geht hervor, daß der Weg PO +OP, derselbe ist, den ein Licht- 
strahl dem Snelliusschen Brechungsgesetz gemäß nimmt, wenn die 
Schwingungen des Strahles in zwei durch g getrennten Medien mit 
den Geschwindigkeiten v, und v, erfolgen; & ist der Einfallswinkel, 
ß der Brechungswinkel, n der Pr Dheugsndes (vgl. Aufg. 25, 8. 11). 
21. Zwei Orte (Punkte) A und B haben von einer Saradliiie 
verlaufenden Straße (x-Achse) die nach derselben Seite gerichteten 
B Abstände C(A=a, DB=b und es 
si CD=c. Die Orte sollen durch 
eine Telegraphenleitung verbunden 
werden, jedoch nicht direkt, sondern 
so, daß die Leitung von A zunächst 
nach einem Punkt P der Straße und 
dann nach B geführt wird (Fig. 46). 
Wo ist P anzunehmen, wenn die 
Länge AP + PB der Leitung ein 

Minimum sein soll? 
Hat der Punkt P von 0 den 


? re Mn Abstand %, so muß die Summe 
= VRr+Ee+YVEr(— 5 ein Min. werden. Man findet 
d Win e—x% 


Fa ERFRR EEEEE 0 
de Varta? Fe yarrleai | 
die Dreiecke APC une BPD müssen daher ähnlich sein und x APC 


= KBEND. Daß © Te > ist, ergibt sich leicht, wenn man die Brüche 


in dem Anedruck in de gleichnamig macht und die in Nr. 1, 8. 107 
gegebenen Bemerkungen über Bildung der zweiten Ableitung beachtet. 


1) Der zweite Teil dieser Aufgabensammlung, der den Anwendungen der 
Integralrechnung gewidmet ist, wird u. a. Aufgaben, in denen Übergangskurven 
vorkommen, enthalten. 


% 


a re a nn at 
ni er Ko E 
Y > 4 * 
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Zur Konstruktion von P wird eines der beiden Lote AC, BD, 
2 -B. 410, Sum sich selbst über C hinaus verlängert und der End. 
punkt £ dieser Verlängerung mit B verbunden; diese Verbindungs- 
linie trifft die Gerade CD in«P, 

Man berechnet & aus z:a=(ce—x):b und findet x = 
Die kürzeste Weglänge AP + PB wird Y(a+b)’+e. Die Punkte A 
und 5 sind Brennpunkte einer Ellipse, die die Gerade CD in P 
berührt. 

22. Die Mittellinie 
einer ebenen Landstraße 
bilde eine durch die Para- 
meterdarstellung = p(t), 
y=v(t) gegebene Kurve. 
Von welcher Stelle P der 
Straße hat man nach zwei 
Orten P, und P, Seiten- 
straben 2, N ahLh,=r, 
abzuzweigen (Fig.47),wenn 
die Kostensumme K ein 
Minimum sein soll und für die nach P, bzw. P, führenden Abzwei- 
gungen die Längeneinheit Ak, bzw. k, Mark kostet? Die Punkte P, 
und P, haben die Kiordeaten Ru, Yı und .2,, 9. 

Man findet 


K-khrnt+kn -khYo=-n)’+W—- u +kVYlP-) + ey); 
daher 
dE k PaRRSN ’ 

a ee ee De (po ang’ Heap), 0: 
Bezeichnet man nun mit y, und 7, die Winkel, unter denen die 
Strahlen von P, und P, nach P zur Richtung der positiven x- Achse 
geneigt sind, so wird 


IK en Haas ; BR 
ar hulp- cosyı + V-siny) + h[p-cosy, + W- sinn.) 0. 


Fig. 47. 


3 
r, 


Für den Winkel «, den die in P gezogene Tangente der Kurve mit 
der positiven Richtung der x-Achse bildet, Dh die Gleichung 


sin«:cos«@=%:g', mit deren Hilfe sich 2 _ 0 auf 


k, cos (y, — eo) + h, cos (Y, en re 

reduziert. | 

Faßt man daher k, und Ak, als Kräfte auf, die im Punkt P 

wirken, so müssen ihre Projektionen auf die Tangente von P an 

Größe einander gleich, aber entgegengesetzt gerichtet sein. Mechanisch 

läßt sich dies realisieren, indem man auf der gegebenen Kurve eine 
\ g*F 
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Rolle laufen läßt, auf die zwei durch P, bzw. P, gehende Kräfte k, bzw. k, 
wirken.!) Der Ruhepunkt der Rolle ist der gesuchte Kurvenpunkt. 
Hierbei wird allerdings das Gewicht der Rolle und ihre Reibung nicht 
berücksichtigt. Die Kräfte k,, k, können durch Gewichte dargestellt 
werden; diese sind etwa an Fäden aufzuhängen, die durch zwei im 
Zeichenbrett befindliche Löcher P,, P, gezogen A am Mittelpunkt 
der Rolle befestigt sind. 

23: Die Ttensitaken a und 5b zweier Lichtquellen A und B, die 
als Punkte betrachtet werden, verhalten sich wie 8 zu 1; die Strecke 
AB sei 6 m lang. Welcher Punkt P der Strecke wird am schwäch- 
sten beleuchtet? 

Wird der Abstand des Punktes P von A mit x bezeichnet, so 
ist die Intensität der Beleuchtung von P proportional zu 

Ber 1 
| ITate-g | | 
Das Minimum dieser Intensität tritt für <&=4 m ein. Allgemein 
findet man, wenn AB =! ist: 
We VE, IL Va+Yo) 
Va+ Yo’ a 

24. Eine wagrechte Gerade AB von der Länge a ist gegeben. 

In der durch AB gelegten Vertikalebene wird durch BD eine Gerade 
z gezogen, die mit AD den Winkel 
& bildet. An welcher Stelle Z dieser 
Geraden ist ein Licht von der In- 
8 tensität J, anzubringen, damit ein 
in A befindliches ‚horizontal gele- 
genes Flächenelement möglichst hell 

beleuchtet wird? (Fig. 48.) 
$ = B Die gesuchte Stelle Z ist 
BR bekannt, sobald man den Winkel 
LAB=u kennt; dieser werde als Unbekannte eingeführt. Die In- 
tensität J/, mit 1 das Flächenelement _A Hefeuchts wird, ist um- 
gekehrt rodoronal dem Quadrat der Entfernung AL= 0 der Stelle A 
von der Lichtquelle und direkt proportional der Intensität J, der Licht- 
quelle und dem Sinus des Winkels, unter dem die Lichtstrahlen auf- 


fallen. Man findet J= nn (sin a: cot «+ cos uw)’, und. mit Hilfe 
von En 0 ergibt sich für « nach Abscheiden eines für die eigent- 
liche Lösung nicht in Betracht kommenden Faktors die Bestim- 


mungsgleichung cot? u +3 cot«-ctu—2=0. Sie läßt sich durch 


1) Zu dieser Deutung des Ergebnisses vgl. Ph. Forchheimer in a Zeitschr. 
des Österr. Ingenieur- und Architekten-Vereins, 47. Jahr. (1895), S 


he a ET HR Te m VE Tai Ze Ta ce ch a Ze ZT TER ET ER LA 
5 er ArrwEe 5 Y i 
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o = 3acos u ersetzen, woraus hervorgeht, daß L auf einem Kreis 
liegen muß, der durch A geht und dessen Mittelpunkt sich auf 
der Strecke AB im Abstand $a von A befindet. 


Ist insbesondere « = 90°, so wird tgu = v2, bL= 5 V2=a-0/1. 


In solcher Höhe ist also z. B. ein elektrisches Licht senkrecht über 

dem. Punkt B eines Tisches anzubringen, wenn die in der Ent- 

_ fernung a von B befindliche Stelle A des Tisches möglichst hell be- 
leuchtet werden soll. 

25. Nach Messungen, die von R. Jasmund an verschiedenen 
Stellen der Elbe vorgenommen wurden, konnte die Art, wie sich die 
Geschwindigkeit y der Wasserteilchen längs einer und derselben Verti- 
kalen mit der Höhe x über der Flußsohle ändert, durch die Formel 
y=a+bMln(x-+c) dargestellt werden!), in der M den Modul 
0,43429 des Briggsschen Logarithmensystems bezeichnet, während 
a,b, c Konstanten sind, unter denen a hauptsächlich von der Größe 
des Gefälles, der Wassertiefe und dem Abstand der Vertikalen vom 
Flußufer abhängt; b ist im wesentlichen nur vom Gefälle abhängig, 
und c bezeichnet den Abstand der Asymptote £-+c=( der Kurve 
y=a-+bMln(z+c) von der in der Flußsohle liegenden Achse = 0. 
Die Konstanten nehmen natürlich andere Werte an, wenn man die 
Messungen längs einer anderen Vertikale vornimmt. In nächster Nähe 
der Flußsohle gilt die Formel nicht. Befindet sich auf dem Fluß 
eine Eisdecke, so tritt, wie Jasmund durch Messungen nahe bei 
Magdeburg fand, an Stelle der erwähnten Formel die folgende?): 


y=a+bMinz+kMln (t—2). 


Hier sind die Konstanten 5 und % positiv und von der Rauhig- 
keit des Bodens bzw. der Eisdecke abhängig, t ist die Flußtiefe an 
der betreffenden Stelle. Man bestimme nun die Stelle x, der das 
Maximum der Geschwindigkeit zukommt. 


1) Gewöhnlich nimmt man bei breiten rechteckigen offenen Kanälen eine 
R RR | 
Änderung der Geschwindigke.t nach der Formel von Bazin y = Ymax—20Y Jh- 2 


an, in der Ah die Tiefe des Kanals, t die Tiefe der betrachteten Stelle der Verti- 
kale und J das Gefälle bezeichnet. Die graphische Darstellung dieser Formel 
würde eine Parabel ergeben, deren Scheitel dem Maximum von y zugehört; diese 
größte Geschwindigkeit würde in der Oberfläche des Kanals (= 0) stattfinden. 
Vgl. Bazin, „Recherches experimentales sur l’&coulement de l’eau dans les 
‚ canaux d&couverts‘ in den Me&moires presentes: par divers savants & l’academie 
des sciences de institut imperial de France, Bd. 19, Paris 1865, S. 228, 230 
und 245. Auch diese Formel von Bazin ist natürlich nur angenähert richtig; viele 
Flußläufe zeigen. die größte Geschwindigkeit meist etwas unter der Oberfläche. 
2) Vgl. die Aufsätze von Jasmund im „Handbuch der Ingenieurwissen- 
schaften“, 3. Teil „Der Wasserbau“, 1. Bd. „Die Gewässerkunde“, Leipzig 1906, 
3. 471f., sowie in der Zeitschrift für Bauwesen, 47. Jahrgang (1897), 8. 467 ff. 
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Man findet x = = = — ; = — m gesetzt wird. Die 


maximale Geschwindigkeit wird „=a+b(m+1) Min 


wenn 


„ri +dmM- nm. 


Bei starker Zusammenschiebung der EKisdecke A k>b und daher 
die Stelle der größten Geschwindigkeit dem Boden näher; bei glatt 
zugefrorener Bisdecke ist k <b, die größte Geschwindigkeit näher 
an der Oberfläche. Bei 'mehreren Messungen Jasmunds war %k:b rund 
gleich 1:2, daher = +*t, die größte Geschwindigkeit in 4 der 
Wassertiefe unter der Bisdecke.!') So wurde z. B. bei einem gewissen 
Lot gefunden?) y = 0,4561 + 0,2292 log x + 0,1146 log (2, 68 — x); 
hier ist k:b=1:2. 


26. Den physikalischen Begriff der Arbeit, des Produktes aus 
der einen gewissen Widerstand überwindenden Kraft und der zurück- 
gelegten Weglänge, hat der Physiologe Eduard Weber bei Messung 
der durch einen normalen Muskel verrichteten mechanischen Arbeit 
angewandt. Er benutzte Gewichte als Widerstände, die während ge- 
wisser Wegstrecken (Hubhöhen der Muskeln) überwunden wurden. - 
Beim Auftragen von Gewicht und zugehöriger Hubhöhe als Abszisse & 
und Ordinate y ergab sich, dab die so erhaltenen Punkte x, y keine 
Gerade, sondern .eine krumme Linie erfüllen, ein Zeichen dafür, 
daß die Hubhöhen nicht proportional der Zunahme der Gewichte ab- 
nehmen. Diese Abweichung von der Geraden hat ihre Ursache in 
der Dehnung des Muskels, man hat daher die gekrümmte Linie als 
Dehnungskurve, bezeichnet. Die geleistete Arbeit ist gleich dem Pro- 
dukt xy und wird daher durch das von den Koordinaten des zu- 
gehörigen Punktes P und den Koordinatenachsen begrenzte Rechteck 
dargestellt. Es fragt sich nun, wie man diejenigen Punkte der 
Dehnungskurve findet, denen ein Maximum der Arbeit, also des Pro- 
duktes xy, zukommt. Angeregt durch eine Abhandlung von H. Dreser 
zeigte O. Wiener, daß für jeden solchen Punkt seine Entfernungen 
von den Koordinatenachsen, längs der in ihm gezogenen Tangente ge- 
messen, einander gleich sind, d. h. jeder solche Punkt halbiert das 
zwischen den Koordinatenachsen gelegene Stück seiner Tangente.?) 


1) Vgl. Zeitschrift für Bauwesen a. a. ©. 

2) Ebenda 8. 589. 

3) O. Wiener im Archiv für experimentelle Pathologie und Pharmakologie, 
Bd. 27 (1890), S. 255—260. Herr Professor Dr. med. Dreser in Elberfeld hatte 
die Freundlichkeit, mich auf diese Untersuchungen aufmerksam zu machen. In 
einer interessanten, mit zahlreichen Literaturangaben versehenen Abhandlung 
„Über die Messung der durch pharmakologische Agentien bedingten Verände- 
rungen der Arbeitsgröße und der Klastizitätszustände des Skeletmuskels“ (in dem 
genannten Archiv, Bd. 27, 8. 50ff.) hat er, die Ergebnisse seiner eigenen Unter- 
suchungen am ruhenden und am tätigen, unvergifteten und vergifteten Muskel 
dargestellt. 


— 
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Dieser Satz, dessen Umkehrung übrigens nicht richtig sein würde, 
soll bewiesen werden. 

Wäre die Dehnungskurve durch eine Gleichung y = f(x) gegeben, 
so müßte das Produkt z= xy = x«f(x) ein Max. sein; zunächst müßte 
daher &y’-- y verschwinden. Es liegt in der Natur der Sache, daß 
im vorliegenden Fall x und % posı- y 
tiv sind, daher muß 4 <O sein. 
Ferner wird (Fig.49) die Subtangente 

O0T—-—OM=-y:y=-%, 
daher OT=20M; M ist also die 
Mitte von O7 und ebenso P die 
Mitte von ST. . Solehe Stellen P 
lassen sich leicht finden mit Hilfe 
eines Lineals, das man an der Kurve 
tangential verschiebt, und eines Zir- 
kels, mit dem man die Strecken SP 
und PT vergleicht. Dies Verfahren 
kann aber auch einen Punkt P liefern, dem ein Minimum der Arbeit 
entspricht. Zur Trennung beider Fälle hat OÖ. Wiener gleich- 
seitige Hyperbeln benutzt, die die Koordinatenachsen zu Asyinptoten 
haben, also Gleichungen von der Form zy = konst. haben. Bei 
diesen Kurven als Dehnungskurven wäre die Arbeit für jeden Punkt 
konstant und überdies SP= PT (vgl. auch Aufg. Nr. 1, 5. 66). 
Berührt eine solche Hyperbel die vorgelegte Dehnungskurve an einer 
Stelle P, für de S$SP= PT ist, derart, daß i 
die Dehnungskurve y=f(z) in der Um- 
gebung von P in dem Teil der Ebene 
verläuft, dem die Hyperbel die konvexe 
Seite zukehrt, so entspricht P ein Maxi- 
mum der Arbeit xf(x), weil dann die 
für benachbarte Punkte der Dehnungs- 
kurve gemessene Arbeit kleiner ist als an 
der Berührungsstelle mit der Hyperbel. 
Findet die Berührung in P’ so statt, daß 
die Kurve y=/(x) in der Umgebung 
von P nach der konkaven Seite der 
Hyperbel gelegen ist, so liegt ein Mini- 
 mum vor, und wenn die Berührung mit 
einem Übertritt von der einen auf die andere 
Seite der Hyperbel verbunden ist, hat man kein Max. und kein Min. 


Fig. 50. 


27. Die Forın der Bienenzellen läßt sich aus einem geraden regu- 
lären sechsseitigen Prisma dadurch ableiten, daß man in der oberen 


Begrenzungsfläche ABCDEF die drei Diagonalen AC, OE, EA zieht 


Wh 4 DE 27 al a RB na EN ENTER SORT ITENER + a RENY/ RER OR! | ER PR eh 
2 N A| ’ VE “Pr ae FETTE 
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und, unter gleichen Winkeln & gegen diese Begrenzungsebene geneigt, 
durch jede der drei Diagonalen eine Ebene legt (Fig. 50). Diese drei 
Ebenen‘ schneiden sich in einem Punkt 5, so daß die obere Begren- 
zung der Zeile durch drei kongruente Khamben gebildet wird, von 
denen eines in Figur 50 durch AGCS dargestellt Yist. Die Messung 
des Winkels AG@Ü= ß bei Bienenzellen ergab ungefähr 109°. Man 
zeige, daß dieser Winkel sehr nahe der Forderung entspricht, die 
gesamte Oberfläche der Bienenzelle solle bei gegebenem Volumen 
ein Minimum werden.!) Ferner bestimme man den oben durch « 
bezeichneten Winkel. 

Ist a die Länge einer Seite des Sechsecks und BG =x, so wird 


AG=Ya+r, AC=2asin - — ayY3, der Inhalt des Rhombus 
AGCS= ay3 V» - = Man sieht leicht, daß das Volumen der 


Zelle nicht geändert wird, unter welchem Winkel « auch die drei 
genannten Ebenen gegen die Begrenzungsflächke ABODEF geneigt 
sein mögen. Durch die Ebene AGUS werden von der seitlichen 
Begrenzung des Prismas die Dreiecke BG A und BGC abgeschnitten, 
im ganzen kommen also sechs solche Dreiecke in Wegfall, ebenso 
die Fläche des Sechsecks, an die Stelle dieser Figuren treten drei 
Rhomben. Die Oberfläche des ursprünglichen Prismas wird daher i im 
‚ganzen vermindert um | 


fa) er + Se’ -3aVB Yar+® 
und dieser Ausdruck soll ein Max. werden. Man findet = a daher 


1) Schon Pappus (um 300 nach Chr.) erörtert die Zweckmäßigkeit des 
Baues der Bienenzelle, die insbesondere darin liegt, daß bei diesen Zellen gerade 
das reguläre Sechseek und nicht ein anderes reguläres Vieleck Verwendung findet. 
Vgl. Pappi collectionis quae supersunt, hrsg. von F. Hultsch, Bd. 1, Berlin 
1876, S. 304—309. Nachdem Maraldi bei Bienenzellen den oben mit ß be- 
zeichneten Winkel gemessen und gleich 109°289° gefunden hatte (Memoires de 
l’academie des sciences de Paris, Jahrg. 1712, 8. 312, Paris 1714), forderte 
Reaumur den Mathematiker Samuel König auf, zu untersuchen, welche geo- 
metrische Eigentümlichkeiten die Bienenzellen haben. Dieser fand, daß die den 
verschiedenen Winkeln « = (180° — ß):2 entsprechenden Zellen gleiches Volumen 
haben und zeigte mit Hilfe der Differentialrechnung, daß die Zellen, für die 
ß—= 109°28’ ist, die kleinste Oberfläche haben, also zu ihrem Bau am wenigsten 
Wachs brauchen (Reaumur, Memoires pour servir a l’histoire des insectes, 
Bd. 5, Paris 1740, 8. 459; vgl. auch bezüglich des von König gefundenen Ergeb- 
nisses Histoire de Y’acad. des sciences de Paris, Jahrg. 1739, 8. 30#f., Paris 1741). 
Maclaurin zeigte rein geometrisch, daß für B- — 109028 16” die Oberfläche ein 
Min. wird (Philos. eanagokions of the Royal Society of London, Bd. 42 (Jahrg. 
1743), 8. 565). Vgl. ferner H. Hennessy in den Proceedings of the Royal 
Society of London, Bd. 89, S. 253 (1886); Bd. 41, S. 442 (1887); Bd. 42, 
S. 176 (1887). | 
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sin 5 S 278: Ve+® -1y6, B- 109028 16” Ferner wird 
tga— 2:2 — 1 Y3, a—35%15'52”; übrigens ist B+2« — 180° 


28. Welche Beziehung muß zwischen den als positiv voraus- 
gesetzten Koeffizienten a, und a, in der Funktion y= a, sin & 
+ a, sin 3x stattfinden, wenn die zugehörige Kurve in dem Intervall 
von 2=0 bis =” zwei Maxima und ein Minimum haben soll? 
nn "1. jedenfalls 
muß also 9a,>a, sein. Da y”= sin x [— 36a, cos?’ x + 9a, — a, 
ist, ergibt cose=0 oder =} ein Min. y=a,—a,, während 


7794,20, N ; 3a = 30,+ a 
V 3 1 n 3 1% s T% R 
zu se. —L Di era: Maxima y= + —.— ra 


hören. Im Fall 9a, ne <( gehört nur zux=3x din; Maximum 
Y=-u—%: 

29. Ein mathematisches Pendel bewege sich in einem Widerstand 
leistenden Medium, und zwar mögen die Amplituden @ der Schwing- 
ungen so klein sein, daß sing ohne einen in Betracht kommenden 
Fehler durch g ersetzt werden darf. Ferner sei der Widerstand pro- 
portional der Winkelgeschwindigkeit des Pendels.. Alsdann besteht, 
wie in der mathematischen Physik gezeigt wird, für die der Zeit t 
zugehörige Amplitude @ eine Gleichung von der Form 


p= yer“. cos (bt-+c), 
wo y,a,b,c Konstanten bedeuten. Man untersuche nun, zu welchen 
Zeiten t die Amplituden p extreme Werte erreichen und weise nach, 
daß diese. Werte eine geometrische Reihe bilden. 
Unter Benutzung des Ergebnisses von Aufg. 17, S. 15 folgt, daß 
die größten absoluten Werte (Max. und Min.) von p zu Zeiten £ ein- 


y=o0 hefert cosz=0 und cos?z= we 


treten, die aus bb +c+«e=!n, 37,37 ..., (n+%)x folgen; 
dabei ist 008 ad en 1,5278, 


Diese Zeiten sind daher t=!(n+ 3)® —c— a):b, woraus hervor- 
geht, daß die Schwingungen aus einer extremen Lage (Elongation) 
in die nächste in der konstanten Zeit i=x:b erfolgen. Die zugehörigen 


Ableitungen —e sind abwechselnd negativ und positiv, ihnen ent- 


sprechen daher abwechselnd Maxima und Minima von , und zwar 
werden diese g=+ysin«:e-“', wo t die angegebenen Werte zu 
erhalten hat und das Plus- oder Minuszeichen zu setzen ist, je nach- 
dem n eine gerade Zahl einschließlich der Null oder eine ungerade 
Zahl bedeutet. Ist ysin«a>0, so liefern in dem Ausdruck für t 
geradzahlige Werte von n einschließlich der Null Maxima von 9, 
‘ die ungeradzahligen Werte Minima. Die extremen Werte p bilden 


1 
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somit eine abnehmende geometrische Reihe von der Form (es, — 0, 
art 


+08, ...,wos=e ?’ ist. Den Logarithmus des konstanten Quo- 
tienten der Glieder dieser Reihe bezeichnete Gauß als logarithmisches 
Dekrement.") Der Verlauf der Funktion 


p=yer“!.cos(bt+c) 
kann dureh eine Kurve dargestellt werden mit t als Abszisse und @ 
als Ordinate eines Kurvenpunktes (Fig. 5l). Man erkennt, daß für 
ysin«>0O die Maximalstellen auf der 
Exponentialkurve = y.-e-“!sin«, die 
Minimalstellen auf der Kurve 


= —y-e7*tsin 


liegen. Für 


bt+c= (2k+1), k=0,1,2,. 

verschwindet 9, also z. B. für 

RSAFZE CH In c 
ee a a ee 


2b DATEN 20 b’ 
die zugehörige A bszissendifferenz ist gleich 
der halben Periode x:b. Die Figur stellt 
die Kurve = 10. e79%%. cos$nt dar; 
die Einheit der Abszissen t ist daselbst 
Fig dt doppelt so groß wie die der Ordinaten g. 


In der Form J= J,e”*' - cos (Cr — ß) ist die hier behandelte 


Funktion in der Elektrizitätslehre bei Untersuchungen über die Ent- 
ladung von Kondensatoren, über Blitzentladungen, über Schließung und 
Öffnung eines Stromkreises von Wichtigkeit. Es bedeutet dann J die 
Stromstärke, t die Zeit, 7’ die Zeitdauer der Periode, a, J,, ß sind 
sonstige Konstenian. 


30. Auf einer Ebene, die mit der Horizontalebene den Winkel « 
bildet, liege ein mit einer ebenen Lagerfläche versehener Körper vom 
Gewicht Q. Dieser soll durch eine im Schwerpunkt $ des Körpers 
angreifende Kraft P, die unter dem Winkel ß gegen die schiefe Ebene 
geneigt ist, auf der Ebene hinaufgezogen werden. Man zeige, daß der 
Winkel ß, für den P ein Minimum wird, unabhängig von der Nei- 
gung «& der schiefen Ebene ist und sich aus tgß = f bestimmt, wo f 
den Reibungskoeffizienten bezeichnet. 

Vertikal nach unten wirkt im Schwerpunkt des Körpers das Ge- 


1) Gauß: „Anleitung zur Bestimmung der Schwingungsdauer einer Magnet- 
nadel“, Resultate aus den Beobachtungen des erdmagnetischen Vereins, 1837 
— Gauß’ Werke Bd. 5, 8. 383. ; 


Pcosß=Qsina+f(® cose— P sinß), daher P = 


d 


ihr Abstand p vom Punkt &=7=0 wird p = 


RE 
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wicht @, die Komponenten dieser Kraft rechtwinklig bzw. parallel 
zur schiefen Ebene sind SN=®cos«a bzw. SM = Qsin« (Fig. 52). 
Die Komponente SN, = Psmf der Kraft P 
sucht den Körper von der Ebene zu entfernen, 
die Komponente SM, = Peosß sucht den 
Körper hinaufzuziehen Der rechtwinklig zur 
schiefen Ebene wirkende Druck beträgt 


SN-SN, =@cosa— P sinß, 


die Reibung ist ihm proportional, sie ist gleich re 
Fig.’52. 


f(Q eos« — P sin ß). Diese Reibung muß beim 
Hinaufziehen des Körpers überwunden werden, daher mub SM, 
=Peosß gleich SM + f(% cos« — P sin ß) sein oder 
V(sin«—+ fcos «) 
coß—+ fsind 


Dieser Ausdruck wird-ein Min. für f=tgß. 
31. Für welche Punkte P der Kettenlinie (vgl. Fig. 12, 8. 48) 


y- RR m (m m di e on) ey Sof (£) 
hat die zwischen den Schnittpunkten der x-Achse mit der Tangente 
und Normale von P liegende Strecke ein Minimum ihrer Länge? 
Sind 7 und N die Längen der 'Tangente bzw. Normale von P 
(vgl. S. 65), so gilt für die Länge 9 der Strecke die Gleichung 


m E \ ,) 


und 
Sin ( = 
‚m 


q=T?+ N?. Man findet im vorliegenden Fall yg = 


m 


- = 0 liefert Soft, = r: 5 = 6, y-+t, „V®. Die zweite Ablei- 


ns pr 2 wird tatsächlich positiv. 
32. Man zeige, daß für die vier Punkte 

ı taya le tbyb 

ya+b Vatb 
der Ellipse 2=acost, y=bsint der Abstand der zugehörigen Nor- 
male vom Mittelpunkt der Kurve ein Maximum und zwar gleich a«— b 
ist. Ferner zeige man, daß für dieselben Punkte das zwischen den 
Achsen der Kurve gelegene Stück der 'Tangente ein Minimum und 


zwar gleich «+ b ist (vgl. auch Aufe. 24, 8. 52). 
Die Gleichung der Normale ist 


a& sint — by cost — (a? — bP) sintcost= (0, 


(a? — b?) sin beost 


Va? sintt tb’ cost 3 


RR "N, rn age 2 . Y,Y% BRNEIEN PR” br u ae. ln 14 
) ER I a ala) SB LEN 
+ r 3 ° f v,,. 3 IR N 
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und 2 = () liefert tgt= + Ve, woraus sich die oben genannten 
a 


Werte für x und y ergeben. 
Die Gleichung der Tangente ist b& cost + an sint—ab=(; für das 
zwischen den Achsen gelegene Stück ! der Tangente findet man 
12 ea b 
cos?t sin?t 


5 ei 
und = = () liefert wiederum tgt!= + I: Die kürzeste Länge 


!=a-+b der Tangente wird übrigens durch den zugehörigen Be- 
| rührungspunkt so geteilt, daß 
das der Achse 2a zunächst 
gelegene Stück PM der Tan- 
gente (Fig. 53) die Länge 5, 
das andere Stück PN die 
Länge a hat, 

33. Für welchen Punkt 
P der Parabel yi — :PE = 0 


oder 7 = y—t hat das 


innerhalb der Kurve gelegene 
Stück der zu P gehörigen | 
Normale ein Minimum seiner 
Länge?!) 

Die im Punkt P gezogene Normale hat die Gleichung 


(5) +n-t=0, 


» 
sie trifft die Kurve in einem Punkt P, mit dem Parameter 
REED 
ER N ar 


2 3 
Für die Länge ! der Strecke PP, findet man I = eirp ‚ und dieser 
Ausdruck wird für = +%Y2 ein Min, also für die beiden zur Achse 


der Parabel symmetrisch gelegenen Punkte x = 3, y=H 2.y2. Die 
Normale desjenigen dieser beiden Punkte, dessen Ordinate positiv ist, 
schneidet die Achse der Kurve unter einem Winkel v, für den 
tgv = — V2 ist. Der zweite Schnittpunkt dieser in dem erwähnten Sinn 
kürzesten Normale mit der Kurve hat den Parameter 4, = —-pY2 


und die Koordinaten x, = 2p, „=-—»pY2, er ist zugleich Krüm- 
Mm WEILAU (vgl. $18, Nr. 2, 5.153) des Parabelpunktes P, also 


1) Vgl. O. Bonnet in den Nouv. Annales de Math. Bd. 2 (1843), S. 420 f. 
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auch ein Schnittpunkt der Parabel mit ihrer Evolute (vgl. Aufg. 32, 
S. 164 und Fig. 54, wo p—= 16 angenommen wurde). 
34. Hat die Funktion y=f(x) an der Stelle x, y ein Maximum 


(Minimum), so hat die Funktion y = wo «>O sei, an derselben 


a 
$ | f@)’ 
Stelle ein Minimum (Maximum). 

In beiden Fällen sind die Werte x zu be- 
' stimmen aus f’(®) — 0; bei y= ja, stimmt das 
‚Vorzeichen von y” mit dem von — af” (x) überein. 
35. Welche Werte x machen die Funktion 


x [3 . . 
— — — ——— —— zu einem Maximum oder Mı- 
a2 — 50-49 


nımunmn ? 
2=+3 liefert das Max. y=1, 2 = —3 | 
das Min. y=— }. Fig. 54. 
36. Die gleiche Aufgabe für y- 7 E 3 
2 = + V 2 liefert das Min. y- en VD da Mer 
_4+3V2 | 
4—3YV2- 


37. Für welche Werte x wird y ein Maximum oder Minimum, 
wenn beide Veränderliche durch die Gleichung 
f(e,y) =322 - 8? — 122 —6y+14=0 
verbunden sınd? 
fi = 0 liefert x = 2; für diesen Wert wirdy=* einMin,y=—1 


4 
ein Max. Die vorgelegte Gleichung kann auch in der Form 


3@- 2? 8(y+4) +7 —0 


geschrieben werden, stellt daher eine Hyperbel dar, die die Punkte 
<=2, y=tund z=2, y=—1 zu Scheiteln hat; die Achsen der 
Kurve sind den Koordinatenachsen parallel. 
38. Die gleiche Aufgabe für 92° + 4y? — 36x +40y— 8 = (0. 
Für <=2 wird y=1 ein Max, y=-—11l ein Min. Die vor- 
gelegte Gleichung stellt eine Ellipse dar, bei der die Scheitel der 
_ einen Achse durch die gefundenen Punkte gebildet werden; auch hier 
sind die Achsen der Kurve den Koordinatenachsen parallel. 
39. Man bestimme diejenigen Punkte der Lemniskate (x? + y?)? 
— 20°(2? — y?) = 0 (Fig. 16, S. 54), für die die Ordinate ein Maximum 
oder Minimum wird und zeige, daß diese Punkte auf dem Kreis 
22 + y? = e’Jiegen, der die halbe Entfernung ce der beiden Brennpunkte 
der Kurve zum Radius und den Koordinatenanfang zum Mittelpunkt hat. 
Hier wird f = 4x(@? + y? — c?), wobei = (0 keine Lösung er- 
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gibt; mit Hilfe von 2? +y? — c= 0 findet man zwei Maxima y = 17 
für = +teyV3, zwei Minima y= — ze für dieselben Abszissen. 


40. ne welche Abszissen & werden die Ordinaten ı y der Kurve 
x + yt + 4x?y — 2y? = () ein Maximum oder Minimum? Vgl. Fig. 38, 
Ss. 102. 

Man findet ein Max. y=2 für = 0, Minima für 


«= +V2(V-1)-+1,518, nämlich y= 1 — Y5= — 1,2861. 


In vielen Fällen handelt es sieh. um ah Bestimmung der Maxima 
oder Minima einer Funktion von zwei Größen «, y, zwischen denen 
aber eine so einfache Beziehung stattfindet, daß vermöge derselben 
sofort die eine Veränderliche aus der F unkhiba eliminiert werden kann 
und alsdann eine Funktion von der anderen Veränderlichen bleibt. 

Hierzu seien folgende Beispiele gegeben: 

41. Aus einem Ban von an (Querschnitt (Dureh- 
messer d) soll ein Balken von rechteckigem Querschnitt herausgesägt 
werden, um als senkrecht stehender Pfosten gegen Druckbeanspruchungen 
von üben Widerstand zu leisten. Wie sind die Seiten x, y des Recht- 
ecks zu wählen, damit die Druckfestigkeit D, die dem Flächeninhalt 
des Balkenquerschnitts proportional ein Mason wird? 

Hier wird D=xy oder D=xYyd?-- x2, und dieser Ausdruck 
wird. tür Da ; V2 ein Max. Der Balkenquerschnitt muß daher‘ 


ein Quadrat sein, wie vorauszusehen war. 

42. Aus einem Baumstamm von kreisförmigem Querschnitt (Durch- 
messer d) möge nun ein Balken von rechteckigem Querschnitt heraus- 
gesägt werden, der in horizontaler Lage auf Biegung beansprucht 
wird und eine möglichst große Tragfähigkeit haben soll. Dabei ist 
diese Tragfähigkeit oder das Widerstandsmoment des Balkenquer- 
schnitts, wie in der Festigkeitslehre gezeigt 
wird, proportional dem Produkt aus der Breite 
x und dem (Juadrat der Höhe y dieses Quer- 
sehnitts. Wie groß sind x und y zu inachen? 

Hier muß xy? oder x(d?— x?) ein Max. 
werden, und dies tritt für 


zıy:d=Y1:Y2:Y3 
ein; angenähert ist ©:y=5:T1T. Zur Kon- 
struktion teilt man den Durchmesser AD des 
Balkenquerschnitts durch M und N in drei 
gleiche Teile (Fig. 55). Die rechtwinklig zu AB durch M und N 
nach entgegengesetzten Richtungen gezogenen Geraden MC und ND 
treffen den Kreis in Ü und D, und ACDD ist alsdann das Slanele | 
Rechteck, denn man findet leicht AU=dy!, AD=d v3: 
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43. Ein mit beiden Enden frei aufliegender Träger (Balken) von 
rechteckigem Querschnitt sei seiner ganzen Länge nach durch eine 
gleichmäßig verteilte Last beansprucht. Alsdann erleidet der Träger 
eine gewisse Einsenkung, die in der Mitte am größten und zwar, wie 
in der Festigkeitslehre gezeigt wird, proportional der vierten Potenz 
der Balkenlänge | und umgekehrt proportional dem Trägheitsmoment 
T des Balkenquerschnitts in Bezug auf eine durch seinen Schwerpunkt 
parallel zu einem Seitenpaar des Rechtecks gezogene wagrechte Achse ist. 
Dieses Trägheitsmoment ist gleich „, xy°, wenn x die Breite, y die Höhe 
des Rechtecks bezeichnet. Wie groß sind bei gegebener inde I die 
Größen x und 4 zu machen, wenn der Balken aus einem Baum- 
stamm von kreisförmigem Querschnitt (Durchmesser d) herausgesägt 
und die Einsenkung ein Minimum werden soll? 

Der Ausdruck zy? = xy (d? — x?)? muß ein Max. werden was für 


.z=d4d, y=+dy3 eintritt; angenähert ist 2:y=4:7. ur Kon- 


struktion on x und y teilt man hier den Durchmesser AB durch 


- M,0,N in vier gleiche Teile (Fig. 56). Die rechtwinklig zu AB durch 


m und N gezogenen (seraden mM Ü und ND bestimmen das gesuchte 


Rechteck ACBD. 


44. Die Seitenlinie eines geraden Kreiskegels habe die Länge a; 
wie groß sind die Höhe x und der Radius ı y der Basis des Kegels zu 
wählen, wenn sein Volumen V ein Maximum werden soll? 


B 


Fig. 56. 


ya. { 2 Im] 
Aus V—"",” läßt sich y vermöge a? + y?— a? sofort elimi- 


nieren; alsdann bleibt V=4nax (a? — a2). Fürz= 4a V39= —414y6 
wird v ein Max. 

45. Das Volumen V eines oben offenen Gefäßes von der Gestalt 
eines Kreiszylinders mit kegelförmigem Boden soll bei gegebener 
Oberfläche O ein Maximum sein; die Höhe des Kegels sei gleich dem 
Radius r des Zylinders. Wie groß sind r und die Höhe h des Zy- 
linders zu machen? (Fig. 57.) 
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Zunächst ist V = r’h + &r?x, und hierzu tritt 


O=2rah+rnY2; 


durch Elimination von h folgt V= ar = u = = 
Man: findet nr — 07 2014190, ‚3767 YO; die 
eva —9r 


Höhe h folgt mit Hilfe von O=2rah-+r?n y3. 


46. Man beweise den Satz von Steiner): „Sind von zwei recht- 
winkligen Dreiecken von jedem eine Kathete und ist die Summe der 
beiden übrigen Katheten gegeben, so ist die Summe der Hypotenusen 
ein Minimum, wenn die Dreiecke ähnlich sind.“ 

Es seien « und y die Katheten des einen, a, und y, die Katheten 
des anderen Dreiecks, 2 und z, die zugehörigen Hypotenusen, m sei 
die gegebene Summe y+ %,. Hier muB 


2+2,=-VY+a+ym-yW’+a’ 
ein Min. werden, eine Forderung, die erfüllt wird, wenn 


y:YyP + a?=(m—y):Y(m —y)? + a? 


ist, 
47. Eine Seite eines BRechtecks liegt auf der x-Achse eines Ko- 
ordinatensystems und wird durch dessen Anfangspunkt halbiert; die 


Endpunkte der Gegenseite liegen auf der Ellipse = + = —1=0. 


Welehe Koordinaten haben diese Endpunkte, wenn er Inhalt .J des 
Rechtecks möglichst groß sein soll? 


26x 


J= 2x y=--_ Vo—x — x’ wird ein Maximum Er = hs 162 


y--+ ya und zwar ist ab der Betrag dieses Maximums. 


48. Das Querprofil eines offenen Kanals bildet ein gleichschenk- 
liges Trapez vom Flächeninhalt J; der Böschungswinkel sei «. Wie 
A ....,2 tief muß der Kanal gemacht 

: werden, wenn der Reibungs- 
widerstand ein Minimum, also 
der benetzte Teil des Trapez- 
umfanges ein Minimum sein 
soll? Man zeige, daß bei der 
: dieser Forderung entsprechen- 

c den Tiefe die Breite AD des 
Querschnitts am oberen Rande 
doppelt so groß wie eine Seitenlinie AB ist (Fig. 58). 
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1) Journal für die reine und angew. Math. Bd. 24 (1842), 8. 222 — Ges. 
Werke Bd. 2, S. 280. 
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Man setze BÜ=x, die Tiefe gleich t; die Funktion v=x+ N 


} | sin «& 
soll ein Minimum werden, wobei J=xt-+1? cot« ist. Mit Rücksicht 


auf diese letzte Gleichung folgt u ii — teote + e E ‚ und dieser Aus- 


a OT E04 
folgt dann leicht AD=2ADB. Wird‘ 
nun von der Mitte der Strecke AD 
auf Ab ein Lot p gefällt, so ist 
sine=p:14AD=p:AB; wegen sn« 
=t: ADB folgt daher t= p, und hier- 
aus geht hervor, daß .die Seiten AB, 
bU, CD des Trapezes einen um die 
Mitte von AD beschriebenen Halb- 
kreis vom Radius # berühren. Der 
als Profilradius oder milllere hydrau- 
lısche Tiefe bezeichnete Quotient aus 
dem Flächeninhalt J und dem be- 
netzten Teil des Trapezumfanges wird: 


J J J t 


7 Me ne 


2-+2 AB BAD 3a, ieete) 0° 


druck wird für = ih Join “ein nn Aus. AD = =r+ 2tcote 


also von « unabhängig. | 

49. Beim Bau der Wechselstromtransformatoren ist es von Wich- 
tigkeit, das Innere einer Spule von kreisförmigem Querschnitt durch 
einen Eisenkern von kreuzförmigem Querschnitt möglichst auszufüllen. 
Wie sind .alsdann die aus der Figur 59 ersichtlichen Dimensionen x, y 
des kreuzförmigen Querschnittes zu wählen, wenn a der Radius der 
„Spule ist? 

Der Schnitt durch den Eisenkern hat den Inhalt 


J=4xy+4xly— 2) = 4l2ay— a), 


und dieser Ausdruck verwandelt sich bei Einführung des Winkels « 
vermöge = asine, 3 = acosaın J= 4a? (sin 2«:— sin?«). Er wird 


= Maximum für itg2« = 2, X «= 31431”; alsdann ist x = 0,526, 
=-085la, J= 2 ‚424°, es werden 78,7 %. der ganzen Kreisfläche 
ange 


50. Für die Stromstärke .J eines galvanischen Elementes, bei dem 
die elektromotorische Kraft gleich E, der innere Widerstand gleich w., 
der Widerstand im äußeren Stromkreis (in der Leitung) gleich W 
ist, gilt bekanntlich die das Ohmsche Gesetz darstellende Formel 
(vgl: Aufg. 19,5. 112): 
| | a 

w4+ W 
Dingeldey, Differential- und Integralrechnung. I. 2. Aufl. ) 
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Zwei galvanische Elemente lassen sich nun auf zwei verschiedene 
Arten verbinden. Besteht nämlich z. B. jedes dieser Elemente aus 
einer Zink- und einer Kupferplatte, die in ein Gefäß mit verdünnter 


Schwefelsäure tauchen, so lassen sich diese Elemente entweder un 


gleichnamig verbinden, d. h. die Kupferplatte des einen mit der Zink- 
platte des anderen, oder gleichnamig, d. h. die beiden Kupferplatten 
werden unter sich verbunden, ebenso die beiden Zinkplatten. Diesen 
beiden Fällen entsprechend sagt man auch, die Elemente seien hinter- 
einander geschaltet, bzw. nebeneinander oder parallel geschaltet. 

Werden zwei gleiche Elemente hintereinander geschaltet, so wirkt 
eine doppelte elektromotorische Kraft, aber auch der innere Widerstand w 
ist doppelt so groß, die Stromstärke wird daher J=2E:(2w-+W), 
und für » hintereinander geschaltete Elemente ist offenbar 

nE E 


nr ” 


die Stromstärke also gerade so groß, als wenn man bei dem ursprüng: 
lichen einen Element den: Widerstand W in der Leitung auf den 
n‘® Teil reduziert hätte. Offenbar ist eine solche Verbindung vorteil- 
haft, wenn W sehr groß ist, also z. B. bei Telegraphenleitungen. 


Werden zwei Elemente nebeneinander geschaltet, so hat dies die- 


selbe Wirkung, als wenn man bei einem Element die Plattenoberfläche 
verdoppelt, somit seinen inneren Widerstand auf die Hälfte reduziert 
hätte, da der Strom im Element nun durch einen doppelt so großen 
Querschnitt. fließt. Die elektromotorische Kraft E ist hingegen von 


der Größe der Platten unabhängig. Daher wird nun J=E: (3 + w) 


und für 2 nebeneinander geschaltete Elemente: ° 


I 
u 


Ist W nicht groß, so findet also eine Erhöhung der Stromstärke statt, 
wenn dıe Elemente nebeneinander geschaltet werden. 

Man kann nun fragen, wie » Elemente zu verbinden sind, damit 
die von der galvanıschen Batterie gelieferte Stromstärke möglichst 
groß wird. Dabei beschränke man sich auf den Fall, wo die Ele- 
mente alle gleich sind, also jedes die elektromotorische Kraft E und 
den inneren Widerstand w hat; der Widerstand im äußeren Strom- 
kreis sei W. Ferner sei die Verbindung symmetrisch, d. h. je y Ele- 


mente mögen nebeneinander geschaltet werden, also gewissermaßen 


ein Element von y mal kleinerem inneren Widerstand darstellen, und 


die so entstehenden £=n:y Reihen von Elementen werden nun 


hintereinander geschaltet. Wie sind x und y zu wählen, damit die 
Stromstärke J ein Maximum werde? : 


ey} u a de * 1% 
N 
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Hier wird J= ne ,‚ oder mit Rücksicht auf 2y=n wird 


w 
yı® 
: 
"uw, W 
N PaES 
Man findet z = /Wn = un und als maximale Stromstärke 
=) 03 W ce 
J= A Natürlich werden x und y irrationale Zahlen sein, wäh- 


rend hier doch nur ganzzahlige x, y einen Sinn haben; man wird bei 
der Zusammensetzung der Batterie für x und y die ganzen Zahlen 
wählen, die den berechneten irrationalen Zahlen am nächsten liegen. 
51. Unter welchem Winkel muß ein Lichtstrahl in die eine Seiten- 
fläche eines dreiseitigen Prismas eintreten, wenn die Ablenkung, die 
_ er durch die Brechungen 
beim Durchgang durch 
das Prisma erfährt, ein 
Minimum sein soll? Der 
Winkel, unter dem sich die 
Eintritts- und Austritts- 
fläche des Prismas schnei- 
den, sei «, der Brechungs- 
index sei 9, und zwar soll 
'n > 1 angenommen wer- 
den, mithin das Prisma 
optisch dichter als das 
umgebende Medium sein. 
Der Richtungsunter- 
schied zwischen dem in REN 
P ın das Prisma ein- 
tretenden und in P, austretenden Lichtstrahl ist durch den Winkel z 
gegeben (Fig. 60), und zwar findet man z=<XQPP,+xX0QP,P 
=: - +, —-B =:e+35,—a,daß+Pß,=e ist. Hierzu treten die 
Gleichungen sin = n sin f, sin & = n sin ß,, vermöge deren & und s, 
als Funktionen von ß darstellbar sind; es folgt e= are sin (n sin ß) 
dz de de dß, 


S 


und ,=aresin [asin(«—Pß)l. Nun muß get Eye ap? wo 
en — — 1 ist, verschwinden. Nach Aufg. 25, 8. 12 ist | 


ln ns 
BT HS mn” 
somit folgt tg?ß = tg?ß, oder tgß =tgß,, P=P,, da BP und A, <4m. 
Man hat daher = ß, - 7 und &=:,. Ferner wird 
9* 


} ’ # Man : - 10% Per . e% re A ME F} RER rl ‘ > hl 3 
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d?z z n(n? — Dep BER nn? ke a. 
AP m NtgtpfeeosB [1 (m? — Ntgtß]E conß, 

und dieser Ausdruck ist positiv. Der Winkel e, für den 
sm e=nsind« ist, liefert also ein Min. z=0d der Ablenkung; dieses 
beträgt d=2&8—«. Hieraus folst e=4(&« +6) und nsint« 
— sind(« +0) oder n= net), eine Gleichung, die zur Be- 
stimmung des Brechungsindex aus dem Ablenkungswinkel Ö dient, 
wenn sich das Prisma in der „Minimumstellung“ befindet.‘) Man 
erkennt leicht, daß bei dieser Stellung der Strahl im Inneren des 
Prismas mit den zwei brechenden Flächen gleiche Winkel bildet 
(symmetrischer Durchgang, da SP=8SP, und e=s&). 


II. Funktionen von mehreren Veränderlichen ohne 
Nebenbedingungen. 


1. Zur Bestimmung der Werte der zwei voneinander unabhängigen 
Veränderlichen x, y, die die Funktion z=f(x,y) zu einem Maximum 
oder Minimum machen, löse man die Gleichungen f, =0 und ,=0 
nach x und y auf. Ist <=a, y=b ein Paar reeller Lösungen, so 
wird z für diese Werte ein Maximum oder Minimum, wenn der 


Ausdruck 
A fııfaa NG fis 


bei Einführung von 2 =a, y=b einen positiven Wert hat, und 
zwar liegt ein Maximum vor, wenn f,, oder fs, negativ ist, ein Mini- 
mum, wenn f,, oder fos positiv. ist. Ist 7 negativ, so hat dia Funktion 
an der betreffenden Stelle keinen extremen "Wert und im Fall 4—=0 
bedarf die Frage einer weitergehenden Untersuchung, bei der noch 
höhere partielle Ableitungen zu berücksichtigen sind. | 

Nimmt f(x, y) für <= a, y=b einen extremen Wert an, so hat 
jedenfalls die Fläche z2= f(x, rn an dieser Stelle eine zur © y-Ebene 
parallele Tangentialebene. 


2%. Zur ‚Bestimmung ss Werte der » voneinander unabhängigen 
‚Veränderlichen &,, &, -.- die die Funktion 2= f(&,, %, -.- 2,) 
zu einem Maximum oder in elkn machen, löse man die » Gleichungen 


Me a — 0. 1,2, N) nach 2,0, ee waur. Kir SOLCHES 


n 


Lösungensystem liefert einen extremen Wert der Funktion f, falls für 
alle NN und nicht gleichzeitig verschwindenden Werte von 
hi, Ras... A, der Ausdruck 


ie " falls ++ fanl + fehle ++ TAU 


1) Vgl. zu dieser experimentellen Bestimmung des Brechungsindex z. B. 
F. Kohlrausch „Lehrbuch der praktischen Physik“, 10. Aufl., Leipzig 1905, 8. 257. 


\ 
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stets gleiches Vorzeichen hat (eine definite Form ist). Je nachdem dann . 
\ dieser Ausdruck negativ oder positiv ist, wird die Funktion ein Maximum 
oder Minimum. Verschwindet H für gewisse Wertsysteme der h,, hs, 
.h,, behält Z jedoch gleiches Vorzeichen für alle anderen Werte 
dieser Größen (ist H eine semidefinite Form), so bedarf die Frage 
einer weitergehenden Untersuchung. 


3. Vorausgesetzt wird im vorstehenden, daß die Funktionen fa, y)' 


bzw. f(&, &,...2,) mit allen partiellen Ableitungen erster und 

zweiter Ordnung in der nächsten Umgebung der betreffenden Stelle 

ES Dzwe a sh. 2, ,Btehir sind. £ 
Basnale 


IN Welche Werte x, y machen die Funktion 2 = 7x” — ir 3y° 
 — 42 47y— 12 zu einem Maximum oder Minimum? 

Fürr<=—:,y=—3}l wird z ein Min. 

2. Die Blniche Aufgabe für z= 2° + y?— 62y — 39: + 18y 20. 

Fürz=5, y=6 wird z ein Min. 

3. Die gleiche Aufgabe für z=a,%° + 2a,2Y + Aay? + RL, 
+ 2a, + Me | | 

Im Fall Ayılyy — A „>00 nimmt 2 für. 7 = u 3 es e 
y- Gut rn rs De einen extremen Wert an, und zwar wird 2 ein Max. 

11722 

oder Min., je naöhdem Q,, (oder a,,) 
negativ oder positiv ist. 

4. Einem gegebenen Kreis (Radius «) 
soll ein Viereck ABUD von möglichst 

großem Flächeninhalt eingeschrieben wer- 

den; die Größe des Winkels BAD=« 
sei gegeben. Man zeige, daß das ge- | 
suchte Viereck erhalten wird, wenn man 
an einen Durchmesser A des Kreises 
(Diagonale des Vierecks) von A aus die | 
Winkl C(AB=(AD= Ewa | anträgt EN Fig. 61. 
(Fig. 61) und. die Sehaltpunkte b,D 
der freien Schenkel dieser Winkel und des Kreises mit O verbindet. 

Ist BDA=n, SBDC=y, setzt man ferner X BOD= 
180° — a= =y und den Inhalt des Vierecks gleich 7", so gilt die Gleichung 


=sin«sin(+«)+sinysin(y+y), und diese Funktion 


"2a? sin « 
- von & und % soll ein Max. werden. Mit Hilfe von #},=0 und F,—0 
findet man z=4y) y-4a, &+y=XADO=KABO = %°, 
XABD=1y, XCBD=40« AB=AD sowie CEB=CD. Die Be. 
dingungen FF — F3 > 0 und F,<o0 sind erfüllt. 


- ei 
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5. Zwei Orte P, und P, haben von zwei sich rechtwinklig schnei- 
denden Geraden (y-Achse und x-Achse) die Abstände = a, ,=b, 
bzw. = 0,, Yy= b, und zwar mögen diese Koordinaten sämtlich 
positiv sein. Beide Orte sollen 
durch eine Telegraphenleitung ver- 
bunden werden, jedoch nicht di- 
rekt, sondern so, daß die Leitung 
von P, zunächst nach einem 
Punkt @, des positiven Teiles der 
x-Achse, von da nach einem 
Punkt @, des positiven Teiles der 
y-Achse und dann erst nach P, 
geführt wird (Fig. 62). Wie sind 
Q, und Q, auf der x-Achse bzw. 
y-Achse anzunehmen, damit .die 
Länge der Leitung 


Fig. 62. DEPROFONEOR 
ein Min. wird? Vgl. auch Aufe. 21, 8.114. 
Setzt man 0Q,=2, 009, =y, so wird w= YVb + (a, — x)? 
+Ya?+y°+ Ya? +(b,— y)?. Bei Einführung der Winkel «,, ß,, 
&, ß, ergibt die geometrische Deutung der Gleichungen ”_ —-(0 und 


ow 
„= 0, daß cosa, = c08 ß,, cos ß, = c08 @,, somit = ß,, u = f, 


wird, d. h. die Dreiecke P,R,Q,, 9,0%, und Q,R,P, müssen ein- 
ander ähnlich sein. Die Bestimmung von x und y erfolgt nun leicht 
mit Hilfe von db, :(, -)=y:2=(b,—y):a, und liefert 
yd — ab, db — ab, 
Ba a. 

wo 4,5, — ab, >O sein muß, wenn x und y positiv werden sollen, 
d. h. die Radienvektoren von P, und P, müssen so zueinander gelegen 
sein, wie die positive &-Achse zur positiven y-Achse. Man konstruiert 
Q, A Q,, indem man die Lote PR, und P,R, über R, und R, 
hinaus um sich selbst verlängert und die Hudpänklı Be Ver- 
längerungen miteinander verbindet. Diese Verbindungslinie trifft die 
Koordinatenachsen in Q, und Q,. Die kürzeste Weglänge wird 
Va +9) +(b,+b). N 

6. An drei Orten P,, P,, P, werden gewisse technische Produkte 
gewonnen, die vor ihrer weiteren Verwendung nach einer Zentralstelle 
P befördert werden sollen. Disse Transportkosten betragen für je 
einen Kilometer (kilometrische Transportkosten) bzw. a,, a,, a, Mark. 
Es wird gefragt, welche Lage man P zu geben hat, damit die Summe 
K der Kosten für den Transport, von P,, P, und P, nach P ein 
Minimum wird, und zwar sollen die zur Beantwortung dieser Frage 


dieser Kräfte auf die Achsen des Koor- 


/ 
; *. 
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notwendigen Gleichungen nicht aufgelöst, sondern geometrisch oder 
mechanisch gedeutet werden. Man beachte insbesondere auch den 
Fall 4a=@=a,. Die Koordinaten der Punkte P, seien «,, y, 


(i=1, 2, 3), die unbekannten Koordinaten von P seien x, y. 


3 
Man findet X - a;V(&— 2,)’+(y—y,). Sind nun a,(i=1,2,3) 


1 
die Winkel, die die von P, nach P gezogenen Geraden mit der posi- 


tiven Richtung der x-Achse bilden, so erweisen sich die Gleichungen 
K,=0 und ß=0 als gleichbedeutend mit 


a, C08«, +4, COS @, +4, 008 d, = 0 und a,sin«, +a,sin,+ 0; sina;=0. 


Werden die Größen a,, a,, a, als Kräfte aufgefaßt, die in P an- 
greifen und durch P,, P,, P, hindurchgehen, so sagen beide Gleichungen 
aus, daß die Summen der Projektionen 


dinatensystems verschwinden, d.h. die 
Kräfte müssen sich im Gleichgewicht 
befinden. 

Mit Hilfe von 

0,2020, 

= sin (&, — 6): sin (&, — @,): sin (&, — &,) 
folgt überdies, daß die von je zweien 
der Geraden P,P im Punkt P gebildeten 
Winkel mit den Außenwinkeln eines Drei- 
ecks übereinstimmen, dessen Seitenlängen 
den kilometrischen Transportkosten pro- 
-portional sind. Im Fall aa =a,=a, 
betragen diese Winkel je 120°. 

W. Launhardt hat zur Konstruktion des Punktes P das folgende 
er angegeben!): Mit Hilfe der Seiten p, = P,P,, 9, =P;,P,, 

= P,P, des Dreiecks P,P,P, konstruiert man über P,P, ein Drei. 


ei P.P.0,"n.denVP; 0-2. m P, 0 ist und zwar derart, 


daß sich die Flächen P,P, P, und P, OP, von P,P, aus nach ent- 
gegengesetzten Seiten Son (Fig. 63). Die Verbmaingelinie von 
P, mit 0 trifft alsdann den dem Dreieck P,P,O umschriebenen Kreis 
in dem gesuchten Punkt P. Die Seiten dieses Dreiecks sind näm- 
lich proportional zu a,, a,, a,, seine Winkel 7,, y,,y, sind gleich 
den Supplementwinkeln der von je zweien der Geraden PP, im Punkt 


1) Zeitschrift des Vereins Deutscher Ingenieure Bd. 26 (1882), S. 105—108; 
ferner „Theorie des Trassierens“, Heft 1, Hannover 1887, S. 35 ff. Für den Fall 
a=q@a,=a,—=1 hat diese Konstruktion schon J, F. Fagnano in den Nova 
acta eruditorum anni 1775, Leipzig 1779, S. 284 ff. | 
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P gebildeten Winkel ß,, ß,, B,, dennıman erkennt leicht, daß, +7; 
=ß,+Y= PB, + 7r5 = 180° ist. Das dem: gefundenem Punkt P zu- 
gehörige Minimum des Ausdrucks a: PP, +a,-PP,+a,-PP, wird 
durch das Produkt a,: P,O dargestellt. | | 
Vorausgesetzt ist Kienet daß die Gerade pP, O0 den Hilfskreis in 
einem Punkt P trifft, der im Innern des See P,P,P, liegt. 
Sollte dies nicht der Fall sein, so wird eine Ecke dieses Dreiecks das 
Minimum liefern. Dies tritt z. B. schon ein, wenn 4, =qa,=a, ist 
und ein Winkel des Dreiecks > 120° ist; Se liefert der Scheitel 


des stumpfen Winkels die Lösung. Auch mob es überhaupt möglich 
sein, das Dreieck P,P,0 zu konstruieren, d.h. die Summe irgend 
zweier der Zahlen a,, a,, a, muß größer sein als die dritte. 


Im Anschluß an die oben erwähnte mechanische Deutung der 


Gleichungen 


a, C08@, +4, 6080, -+ a, C08 ,— ( und a, sin ne sin u Aut 


kann man den Punkt P experimentell bestimmen, indem man ein dem 
Dreieck P,P,P, ähnliches Dreieck auf eine: &ena Platte aufzeichnet, 
diese ın P, P,, P, durchbohrt und die freien Enden dreier in einem 


Knoten ea Fäden durch diese Löcher hindurehführt. 


Werden an die freien Enden der Fäden Gewichte gehängt, die den 
kilometrischen Transportkosten proportional sind, so befindet sich .der 
Knoten in der Gleichgewichtslage dieses N an der gerneen 
Stelle P.)) 

7. Die tägliche Arbeitsleistung L von Zugtieren, die zur Fort- 
bewegung von Straßenfuhrwerken benutzt werden. En gleich dem 
Produkt aus der Zugkraft 2, der Geschwindigkeit v und der täglichen 
Arbeitszeit ? (Arbeit gleich dem Produkt aus Kraft und Weg); man 


hat daher L=zvt. Soll nun diese Größe Z unverändert bleiben, so 


muß sich bei Änderung von v und i auch z ‚ändern, und zwar möge 
bei dieser Änderung die Forderung erfüllt werden, daß die konstante 
Tagesleistung L dem Maximum des Produktes zvt entspreche, das für 
gewisse mittlere Werte 2,, v,, t, von 2, v, f eintreten möge: Es soll 


1) Diese auf den Fall von beliebig allen Punkten P; ausdehnbare Be- 
ae hat wohl H.C. Schumacher zuerst ausgesprochen und zwar in einem 


Brief an Gauß vom Jahr 1836; vgl: den von Peters herausgegebenen „Brief- 
wechsel zwischen Gauß und Schumacher‘, Bd. 3,, Altona 1861, S. 28; vgl. ferner 


hierzu im gleichen Band S. 13—14, 24 f., 26-—23, 30—32, 39—40, 44—45. Die Be- 


| F e s ; 
merkung, .daß > ia; cos &,;—(, > 4; sina;—=0 ist, findet sich für a,—=-, 


@=1,2,..:,n), auch bei Steiner; vgl. überhaupt dessen Bemerkungen in 
seinen hinterlassenen Papieren, in den gesammelten Werken Bd. 2, S. 729—731. 
Vgl. auch R. Sturm im Journal für die reine und angew. Mathematik Bd. 97 
(1884), 8. 49—61; A. Foeppl in der Schweizerischen Bauzeitung Bd. 3 (1884), 
S. 86f. Ferner sei bezüglich einer Verallgemeinerung der Aufgabe verwiesen 
auf V. Schlegel, Bull. Americ. math. soc. Bd. 1 (1894), S. 33—52. | 


? 
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also Lmax = 2, tt, sein. Man zeige, daß dieser Forderung genügt 
wird, wenn die von Maschek aufgestellte Formel 

© Lt 
zu Grund gelegt wird, für die die Ergebnisse der Erfahrung einiger- 
maßen zutreffen, wenn v und t nicht allzusehr von den EB 
Werten v,, &, At ja 


Für L=2, (3 — —- — 7) vt liefern die Gleichungen OB o 


1 t, v 
Den ( Be 
dv: 91° 0 


E. =() die Be v=v,t=t. Ferner wird 
= 34>0, E und BD. 
Bei Pferden kann man als Mittelwerte nehmen = 75 kg, 

v, = 1,1 m/sek, ft, = 8 Stunden täglich. 

) 8. Gegeben ech n Punkte P, durch ihre Koddinaten Cu Yı 
G=1,2,...n). Für welchen Punkt P(x, y) ist die Summe der mit 
‚gewissen positiven, Konstanten m, multiplizierten Quadrate der Ab- 
stände von den n festen Punkten ein Minimum’? 


Die genannte Summe ist s — Dim (( —- 2” +(Y-—Y)}; aus 
N | 

s=0 und s,=0 folgt 

mE tm tr mn LM tm d En mn 

Kr MH... + m \ ARER nm, EB Mm, 

Auch wird s tatsächlich ein Min. für die an Werte von 
x und Y, da $489 — Ss und 5; > 0 wird. Ist P, ein materieller Punkt 
von der Masse m, i=1,2,...n), so ist P der Schwerpunkt des 
ganzen Systems.”) ee 


Häufig handelt es sich um die Bestimmung des Maximums oder 
 Minimums einer Funktion von » + 1 Veränderlichen, zwischen denen 
eine Nebenbedingung stattfindet, vermöge deren man eine Veränderliche 
aus der Funktion eliminieren oder sich wenigstens eliminiert denken 
kann, so daß eine Funktion von » unabhängigen Veränderlichen bleibt. 
Alsdann ist das bisher benutzte Verfahren einzuschlagen. 

Hierzu gehören folgende Beispiele: 

9. Das Volumen V eines Rechtflachs sei gleich a°; wie lang 


1) Näheres bei Launhardt, Ztschr. des Arch.- und Ing.-Vereins zu Hannover, 
Bd. 13, 8. 199 ff. (1867), wo man zahlreiche Anwendungen findet, ferner bei 
L. von Willmann, „Straßenbau“, Kap. 2, 8. 94 des ersten Bandes vom Lehr- 
buch des Tiefbaues, hrsgg. von K. Esselborn, 3. Aufl. Leipzig 1908, 8. 146f. 

2) Für den Fall n=3undm=m,=m— '1 findet sich dieses Ergebnis 
schon bei J. F. Fagnano in den Nova acta eruditorum anni 1775, Leipzig 1779, 
S. 289. 
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müssen die Kanten x, y, 2 sein, wenn die Oberfläche O des Körpers 
ein Minimum werden soll? 


Mit Hilfe von zyz = a’ wird O0 = lan Y +Z ER =); man findet 


<=y=2=a, das Rechtflach muß ein Würfel sein. 

10. In der Ebene eines Dreiecks ABC einen Punkt P so zu be- 
stimmen, daß die Summe der Flächeninhalte der drei Rechtecke, die 
man aus je zweien seiner Abstände von den Seiten des Dreiecks kon- 
struieren kann, ein Maximum wird. 

Es seien &, y, 2 diese Abstände und a, b, c die Längen der zuge- 
hörigen Dreiecksseiten; alsdann soll die Funktion f(x, y2)=ay+ye+2X 
ein Max. werden, wozu die Bedingungsgleichung ax +by+c2=2D 
tritt, in der D den Dreiecksinhalt darstellt. Man denkt sich nun ver- 
möge dieser Gleichung z aus f(x, y, 2) eliminiert und betrachtet hierauf 
f nur noch als Funktion der zupı unabhängigen Veränderlichen x 


und y. Alsdann it ,=y+ u 2 no oder auch Hi — 
+25, Braten Die Gleichungen f, = ua 
liefern oc = — a+b+c,0y=a—b+c, 62=a-+b—c, wo 6 einen 


Proportionalitätsfaktor bedeutet, der mit Hilfe der Bedingungsgleichung 
(a +5?+c?— 2ab—2be — 2ca) 
2D 


2a 2b c—a—b 
er) area ee 


und fufeae —- fa = —(a+b?+c’—2ab — 2be— 2ca):c oder fufe — fa 
=/a-a+b+J+ba —b+e)+cla+b—c)}:c, ein positiver Aus- 
druck, da a, b, c Seitenlängen eines Dreiecks sind und somit die 
Klammern, wie z.B. — a+b-+ c, positive Größen darstellen. | 

11. Es seien wieder x, y, 2 die Abstände eines Punktes P von 
den Seiten eines Dreiecks; welche Lage muß P haben, damit das 
Produkt «’y”z”, wo !, m, n beliebige reelle Zahlen bedeuten, einen 
extremen Wert nee 

Hier findet man zunächst o@=1:a, oy=m:b, 02=n:c, wo. 
o=(!+m+n):2D ist und die Größen a, b, c, D dieselbe Bedeutung 
haben wie in der vorhergehenden Aufgabe. Ein extremer Wert tritt 
ein unter der Bedingung (+m+n)imn>0 und zwar ein Max. 
oder Min., je nachdem die Größen Im(l-+ m), mn(m+n) und nl(n +1) 
positiv oder negativ sind. Daß diese drei Größen im Fall (+ m-+n)Imn>0 
dasselbe Vorzeichen haben, ist leicht zu zeigen. Im Fall=m=n 
ist P der Schwerpunkt des Dreiecks, und für diesen Punkt wird. daher 
(zyz)' ein Max. oder Min., je nachdem I positiv oder negativ ist. 

12. Für welchen Punkt in der Ebene eines Dreiecks ist die 
Summe der Quadrate seiner Abstände x, y, z von den Seiten des Drei- 
ecks ein Minimum? | 


gleich — ‘gefunden wird. Ferner ist 
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Man findet bei gleicher Bezeichnungsweise wie in den zwei 


vorhergehenden Aufgaben o@=a, oy=b, 02=c, wo Be neh 


ist. Über diesen Punkt gibt es eine umfangreiche Literatur.!) Er pflegt 
nach Grebe?) oder auch nach Lemoine genannt zu werden und läßt 
sich leicht als Schnittpunkt der drei nmedtänen? des Dreiecks 
konstruieren. Die zur Ecke A gehörige Symmediane wird hierbei 
erhalten, indem man die durch A gehende Halbierungstransversale der 
Seite « an der Winkelhalbierenden von A spiegelt; oder man. trägt 
auf die Seite AB die Länge AU’ = AC ab, auf die Seite AC die 
Länge AB’= AB, die gesuchte Symmediane verbindet alsdann A 
mit der Mitte der Strecke BC.) 

Übrigens ist der doppelte Dreiecksinhalt das geometrische Mittel 
von @®+5b°+ ce und + y-+ 2%. 

Werden die Größen x, y, 2 als rechtwinklige Koordinaten im 
Raum gedeutet, so ist ‚mit vorliegender Aufgabe zugleich die folgende 
gelöst: 

‚13: Den Punkt der Ebene ax + by-+ cz2— 2D=0 zu bestimmen, 
der vom Koordinatenanfang den kleinsten Abstand hat. 

14. Den kürzesten Abstand der beiden Geraden 

eben Fran ui se 
I m N I, M, N, 
zu bestimmen. 

Es seien x, y, z und %,, %,, 2; die Koordinaten je eines Punktes 
beider Geraden; alsdann soll der Ausdruck ?=- ( —- 2,” +(y—-y) 
+(2—2,)° ein "Min. werden. An Stelle der Koordinaten denke’man 
sich nun vermöge 


u — U De BE m au hung 
m I, mM, N, 


Sera 


die beiden voneinander unabhängigen Veränderlichen oe und o, ein- 
geführt; man hat alsdann: 


= @- a) +y—y)m+ er 2,)n = 0 


0s 


a @- a), +W-y)m +@-2)0)=0, 


1) Diese findet sich z. B. zusammengestellt bei J. S. Mackay in den 
Proceedings of the Edinburgh math. society, Bd. 11 (1893), S. 92—103. 

2) Vgl. dessen Abhandlung in Grunerts Archiv der Mathematik und Physik, 
Bd. 9 (1847), S. 250#. Schon die Schrift von C. Adams „Die merkwürdigsten 
Eigenschaften des geradlinigen Dreiecks“, Winterthur 1846, soll zahlreiche Sätze 
über diesen Punkt enthalten. 

3) Vgl. hierzu M. d’ Ocagne in den Nouv. Annales de Mathematiques, 
3. Serie, Bd. 2, S. 450—464 (1883), wo der Name Symmediane eingeführt wird 
und mehrere Sätze abgeleitet werden. 
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De x —ı—=6L, y-y-=oM, 2—a=oN, 
wo 6 einen Proportionalitätsfaktor bedeutet und zur Abkürzung ge- 
setzt ist | | 
mn —nm=L, nı—-IiIn=M, Im, —-mı=N. | 
Werden die Differenzen  — 2,, y—-Yy, 2— 2 durch e und o, aus- 
gedrückt, so hat man nun drei Gleichungen mit drei Unbekannten 
0, 0, 6. Die Auflösung nach 6 ergibt 
@-a)L+B—b)M+(—a)N 
| DE FM+N: ’ 
und der kürzeste Abstand wird daher A E IR 

Bey D BEN nem nen. 

y! Ai: =” vVL’+ M?- N? 

Dieser Abstand ist auch tatsächlich ein Min., weil 


2108: 708.177. 08, N 2 2 2 
s m IE ee | gleich L? + M® + N>, 


6= 


also positiv ist und gleiches von so — + m’+n? gilt. | 2 
Für die Koordinaten der Endpunkte der den kürzesten Abstand 
darstellenden Strecke findet man 


“=a+lg, y=b+mo, 2=c+ng, 9 —a,+10,, y—=bı+m0,, 4 =0+m9, 


wo 


ao ei 4 al L! 
(+ M’+NYo-b a ‚(I’+ M3+ N),=|,)-bmM: 
ao n, N| RN 


Das Verschwinden des den Zähler von d bildenden Ausdrucks 
(«a — a)L+(b—-b)M +(e—c,)N bedeutet, daß sich die beiden Ge- 
raden schneiden. | 

15. Man soll eine gegebene positive Zahl a derart n n+1 
positive Summanden &, &%,, &,... x, zerlegen, daß die Summe der m'® 
Potenzen dieser Zahlen ein Mm wird; hiötbei seı m >1. 

Ausz=- "Ltr "+ +2," denke man wi vermöge 


RER 31.08 
x=4a—(%+%+:+2%,) eliminiert; alsdann wird —- = ma"! — "')=0 
i 


a = 
udıe2 =. =... =-10 =... Ferner findet man 
1 2 nr N + us ' 

0°z 


ee ). en 
so daB der oben (8.132) mit H bezeichnete Ausdruck gleich 


mm 1) [Dar AR + rn a 


wird und eine positive definitive Forn darstellt. 


—= m(m — 1a"? 


Zerlegung von Zahlen bei vorgeschriebenen Bedingungen. 4% 


Aus dem Ergebnis folgt offenbar die Ungleichung 


Beta ner. Sa u DE 7 
n+1 n-+1 ? 


falls m >1 ist. 

16. Man soll eine gegebene positive Zahl a derart in » + 1 positive 
Summanden 2, 2,,%,.... 2, zerlegen, daß das Produkt z= 2° 2,4 2,%.. x, ", 
in dem &, &,, &,...«, beliebig gegebene positive Zahlen ud = 
Me mum. wird. | 

Mitz wird auch nz=alnz+@a,Ina,+@,In+.--+«, In z, ein Maxi- 
mum. Man denke sich nun & EDEN vermögez=a—( +2%+-:+%,) 
und bilde a En -_. u = = = —-0, fi =1,2,...n), woraus 

au | ao, 
eta+at.. +0,’ Hot ++... te, 


hervorgeht.. Ferner findet man 


= 


DIE TEN ED: ed 0°2 2@ 
DE x? x: 00,0%, PR) 


der oben (8. 132) mit H bezeichnete Ausdruck wird gleich 


Ina 2), 


stellt also eine negative definitive Form dar, folglich wird z für die ge- 
fundenen Werte der n Summanden von a tatsächlich ein Maximum. 
17. Es sollen n + 1 positive Zahlen &, &,, %,... &, derart. be- 
stimmt werden, daß die Summe ihrer Quadrate konstant gleich a? 
ist, während der Ausdruck z= ax +, 4,2% +": + 0,%, in dem 
&, 4, &y,... 0%, beliebig gegebene positive Zahlen bedeute, ein Maxi- 
mum werden soll. 

Auchhierdenke man ne aus 2 vermögex’—a°’— (X, +. +2, 


eliminiert. Man findet = — -- F,=0,@=1,.2,..:n) und 
erhält I 


aux a & 


== Fi, AN VE ger SE De Eee $) 4, = E 5 D 
ee + +VYeta’ta'+ 4a) 


Ferner wird „ la +2%),! a -_ ”*. der oben (8.132) 


nn 


mit H lan Ausdruck erhält die Gestalt 


Ei. = D>% + Dre)‘ 


ist also eine negative definitive Form, die gefundenen Werte der Un- 
bekannten ergeben für z ein Maximum. 
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18. In der Physik, der Technik, Geodäsie, Astronomie und anderen 
Wissenszweigen handelt es sich häufig darum, Größen aus Gleichungen 
zu berechnen, die durch Beobachtungen gewonnen werden. Infolge der 
Unvollkommenheit der Instrumente und unsrer Sinne sowie/in Folge 
zufälliger äußerer Umstände entstehen Beobachtungsfehler, die die Ür- 
gebnisse störend beeinflussen; so kommt es, daß aus wiederholten Beob- 
achtungen verschiedene Ergebnisse für diese Größen folgen. Nehmen wir 
z. B. an, drei Größen x, y, 2 seien durch Gleichungen von der Form a,x + b,y 
+6,2— d,=0 verbunden, in denen die Koeffizienten a,, b;, c,, d, entweder 
sämtlich oder zum Teil durch Beobachtungen gewonnen werden können. 
Auch möge vorausgesetzt werden, daß die Beobachtungen gleiche Zu- 
verlässigkeit haben, also kein Grund vorliegt, eine derselben für wert- 
voller zu halten als eine andere. Man wird alsdann den schädlichen 
Einfluß der Beobachtungsfehler durch Vermehrung der Zahl der Be- 
obachtungsreihen bekämpfen, also nicht nur drei Reihen von Beobach- 
tungen anstellen, denen alsdann drei Gleichungen “=1, 2, 3) zur 
Berechnung der Unbekannten x, y, 2 zugehören würden, sondern n > 3 
Reihen. Würde man in diese so erhaltenen n Gleichungen die wahren 
Werte der Unbekannten x, 4, z, sofern man sie hätte, einsetzen, so 
würden die Gleichungen nicht sämtlich erfüllt werden, ihre rechten 
Seiten würden also nicht sämtlich gleich Null sein, sondern gleich ge- 
wissen Größen d,@=1,2,...n), die die vorliegenden Fehler oder 
Widersprüche darstellen. 

Nun fragt es sich, wie man diese Widersprüche, die zwischen 
den Gleichungen bestehen, möglichst ausgleicht, um die plausibelsten 
Werte der Unbekannten zu finden. Gauß hat aus verschiedenen 
Gründen die Schlußfolgerung gezogen, daß die wahrscheinlichsten 
Werte der Unbekannten diejenigen sind, für ‚die die Summe der Fehler- 
quadrate en Minimum wird. Die Methode der Berechnung der Un- 
bekannten, die sich auf diese Forderung gründet, heißt daher die 
Methode nr kleinsten Quadrate!) Es sollen nun für das oben er- 
wähnte Beispiel von drei Unbekannten &, y, z nebst n > 3 zugehörigen 
Gleichungen a2 +by +02 — d,=0 i=1,2,...n) diejenigen drei 
Gleichungen aufgestellt werden, aus denen sich Werte x, y, 2 ergeben, 
die der soeben zusgesprochenen Forderung genügen. 


Die Summe der Fehlerquadrate ist Q — Di(a,r +by+ 02 —.d,)’, 


i 
und dieser Ausdruck soll ein Minimum werden. Man erhält 


1) R. Dedekind hat in der „Festschrift zur Feier des 150jährigen Be- 
stehens der kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen“, Berlin 1901, 
S. 45-59 einen Teil des Inhalts einer Gaußschen Vorlesung über Zweck und 
elementare Begründung der Methode der kleinsten Quadrate veröffentlicht, die 
er selbst im Wintersemester 1850/51 bei Gauß gehört hatte. 


Methode der kleinsten Quadrate. 143, 


rn) & 
0 -N (a8 +9 +02 d)=0, 
i 
Er = Q, Dan tn tes )=0, 


n 


8 -Q-N (a2 +byt+o2e—d)=d. 


1 


Bei Benutzung der in der „Ausgleichungsrechnung“ üblichen ab- 
kürzenden Bezeichnungen 


a°+a° +. +a,=[aal, ab ++: +a,b,= [ab], usw. 
lassen sich vorstehende drei Gleichungen in der Form schreiben: 
[aa]& + [ab]y + [ae]z — [ad] = 0, 
[ab]z + [bb]y+ [belza— [ba]l=0, 
 fac]& + [be]ly + [ee]z — [ed] = ®. 
Sie werden als die Normalgleichungen bezeichnet. Jetzt hat man gerade 
so viel Gleichungen wie Unbekannte und erhält durch Auflösung dieser 
Gleichungen im allgemeinen ein einziges und damit das gewünschte 
System von Lösungen x, y, 2. Bei einer größeren Anzahl von Un- 


bekannten ist das Verfahren analog. 
Der auf 8. 132 mit H bezeichnete Ausdruck wird gleich 


| 2(a,h + bihet C,hg)’+2(aghr + bzhg+ Cohz)? ++ 2(a,l, + buhr+ 0,13)", 


stellt also eine positive definite Form dar, Q wird somit wirklich 
ein Minimum. | 
19. Man wende die vorstehenden Be- 
trachtungen an auf die Lösung der Aufgabe: 
| Um die von einem festen Standpunkt 
O aus nach vier Punkten (Zielen) A, B, 
C, D sich erstreckenden Richtungen fest- 
zulegen, hat man die Winkel AOB, AOC, 
AOD,BOC,BOD (Fig. 64) durch Messung 
bzw. gleich «,, &, &, &,, @, gefunden. Es 
sollen nun die wahrscheinlichsten Größen 
-&,y,2# der Winkel AOB, AOC, AOD | 
entsprechend der Methode der kleinsten . Fig. 64. 
Quadrate bestimmt werden. 
Hier hat man für die drei Unbekannten x, y, 2 die fünf Gleichungen 


| rs RE 2 VE Ye re TV Eee Zr a 
Ferner wird [aa]=3, [bb] = 2, [ce] = 2, [ab] = —1,[ac|=— 1, [be] =, 
lad]=a.—-,—-0, Pbal=-,+e«, [dl=a+R%,; 


BE EEE ER Ba ET aa el NN EB El na a a 
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- e" u 


daher ergeben sich folgende Nor malgleichungen: 


IE NT 2=,—-,—d, 
SB u, 
ee; +22 =%,+%, 


die die Werte liefern: 
2 A FI 


A nah 
2, +5, +, +3, —% 
ee Kon Sau 

LT 


20. Zwischen zwei physikalischen Größen p und g bestehe eine 
Abhängigkeit von der Form qg=a,p?’+ a,p?+@P-+ a,. Zur Be- 
stimmung der Koeffizienten a,, @,, @,, a, Sind 2 zusammengehörige 
Wertepaare von p und q beobachtet worden, sie seien9,,9, @=1,2,...,n). 
Die Gleichungen aufzustellen, aus denen do wahrscheinlichsten Werte 
der Koeffizienten a,, @, @, A, zu berechnen sind. 

Die Summe der Fehlerquadrate wird hier 


” 


n 


y Ber 
(= (PP + up? + ar, + Q,)} ; 


die Normalgleichungen werden: 
„Zr +a2p +2 +a,O2p'-2r', 
2P +2 +,2P+,D2P- 278, 
> + a, 3p°+0,D3p+a,Dp - Dre, 
„SpP+aDIpP+a,DSp+na, -Ng, 


wobei 2p"=p,"+ 9" +49, , Zp"a=p" nt m" +: +24 q,18t. 
Diese vier an sind also nach den vier Unbekannten 
Ay; Ay, Ag, A, aufzulösen. : 


II. Funktionen von mehreren Veränderlichen mit Nebenbedingungen. 
1. Will man die Werte der n Veränderlichen &,,2, :- &, finden, 
die mit Rücksicht auf m gegebene Bedingungsgleichungen 
9,8, 2,2) =0, (h=1,2,...m,m<n) 
eine vorgelegte Funktion 2= f(2,,25,:*-x,) zu einem (relativen) Maxi- 
mum oder Minimum machen, so bilde man den Ausdruck | 
F=ef+ hp +t+%P ++ A,Pm ErEEe: 
und verfahre gerade so, als ob man die Werte der n + m von en- 
ander unabhängigen  Veränderlichen 2,2%, :2,, Ay Ay A, be 
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stimmen wolle, die die Funktion F zu einem (absoluten) Maximum 
oder Minimum machen. Diese Regel gilt aber nicht mehr bei Beant- 
wortung der Frage, ob für ein gefundenes System von Lösungen 
%,%, 2%, nun wirklich die Funktion z= f(x,,%,,:::x,) ein Maxi- 
mum oder Minimum wird.!) Die Entscheidung hierüber geht übrigens 
sehr oft schon aus der Natur der Aufgabe hervor. Häufig kommt es 
auch garnicht darauf an, die Werte der &, zu finden, die einen 
extremen Wert von 2 herbeiführen, sondern es genügt oft, nur die 
Gleichungen, aus denen die x, zu berechnen sind, aufzustellen und 
geometrisch oder mechanisch zu deuten. 

2. Liegt übrigens eine Funktion z2=f(x,y) von nur zwei Ver- 
änderlichen x,y vor, zwischen denen eine Bedingungsgleichung p(x,y) 
—=() besteht, so wird 2 ein Maximum oder Minimum, je nachdem bei 
Einführung der gefundenen Werte x, y der Ausdruck 

OF (op 5, 9®F 0909 FE (dgy\? 
9x? E dry 9x dy lee) 
negativ oder positiv ist. 


Beispiele. 

1. Ein Rechtflach soll bei gegebener Oberfläche a? ein möglichst 
großes Volumen haben; wie groß sind seine Kanten zu machen? 
Vgl. Aufe. 9, 8. 137. 

Hier wird F=ayz2 +4(22y+2yz2+ 222 —.a?), wenn die Kanten- 
längen mit z,y, 2 bezeichnet werden. Man findet = y=2=HtaYV6, 
das Rechtflach muß ein Würfel sein. 

2. Eine Strecke von gegebener Länge a soll mit ihren Endpunkten 
B,C so auf die Schenkel eines Winkels” « (Scheitel A) gelegt werden, 
daß der Inhalt des Dreiecks AbÜ ein Maximum wird. 

Setzt man AB=x, AC=y,so sollz — Icysina ein Mann 
werden, wobei 2? + y? — 2xy cos —a?:=0 ıst. Das Dreieck muß 
gleichschenklig sein und zwar findet man @=y=a:2sin4«; sein 
Inhalt wird 4a? cot I« 

3. Man beweise den Satz von Steiner?): „Unter allen Dreiecken 
mit demselben Winkel © an der Spitze und mit gleichen Grundlirien | 
hat das gleichschenklige sowohl den größten Inhalt als die größte 
Schenkelsumme“. | 

Ist ce die Grundlinie und sind x, y die Gegenwinkel der Seiten a, b, 
so folgt für den Inhalt: J= ee , und hierzu tritt + y+ 0 
le 0. Ferner wird F=J+4A(& +y+ © — x), woraus mit Hilfe 


1) Hinsehtlieh dieser Frage sei auf O. Stolz „Grundzüge der Ditterential- 
uud Integralrechnung“, 1. Teil, Leipzig 1893, 8. 245 f. verwiesen. 
2) Journal für die reine und angew. Mathematik, Bd. 24, S. 192 (1842) == Ge- 
sammelte Werke Bd. 2, 8. 249. | 
Dingeldey, Differential- und Integralrechnung. I. 2. Aufl. 10 
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von F=0 und F,=0 sofort <=y folgt. Da auch der für’ den 
Eintritt des Maximums zu erfüllenden Forderung genügt wird, liefert 
» das gleichschenklige Dreieck den größten Inhalt. 

Ebenso leicht ist zu zeigen, daß auch die 

Schenkelsumme ein Maximum wird. 
€ Rein geometrisch läßt sich dieser Satz von 

Steiner sofort beweisen, wenn man beachtet, 

daß die Scheitel der Winkel C aller Dreiecke der 

vorerwähnten Beschaffenheit auf einem Kreis- 
bogen liegen, der die gemeinsame Grundlinie zur 

Sehne hat. 

4. Welches unter allen Vierecken, die man aus vier gegebenen 
Strecken von den Längen a, b,c,d konstruieren kann, hat den größten 
Flächeninhalt?') 

Der doppelte Flächeninhalt 2J ist, wie Fig. 65 zeigt, gleich 
absinxz+ cdsiny, und hierzu tritt die Bedingung 

yo(z,y=a?+b? — 2abesxe — ®E— d’+2cdeosy=(. 
Ein Maximum von .J liegt vor, falls die Summe der Winkel & 


und y zwei Rechte beträgt, also das Viereck ein Kreisviereck ist. Für 
den Winkel x folgt 


d 
Fig. 65. 


a? a? +b?- a le} 
A E MadbLcd 
ferner wird 


= (ab +cd)sınz = 
a e+d(a—b+e+d)(a+b—e+d)la+b+c—d). 

5. Aus einem rechteckigen Stück Eisenblech von gegebenem 
Flächeninhalt a? kann man durch Wegschneiden von vier gleich 
großen Quadraten und Aufbiegen der übrig bleibenden Randstücke 
einen offenen Kasten herstellen. Wie groß ist die Seite x der vier 
Quadrate und wie groß sind die anstoßenden Seiten y und z des Recht- 
ecks zu machen, wenn das Volumen V des Kastens möglichst groß 
werden soll? Vgl. auch Aufg. 9, S. 108. 

Zu dem Ausdruck = eye 2x)(2— 2x), der ein Maximum 
werden soll, tritt ya — a?—0. Man findet ı y-2- a,c=ta, das 
ursprüngliche Rechteck muß ein Quadrat sein; das größte Volumen 
wird ., 0°. | 

6 Ein Fenster hat die Gestalt eınes Rechtecks mit darüber be 
findlichem Halbkreis. Der Umfang der ganzen Figur soll eine vor- 
geschriebene Länge m haben. Wie groß sind die Breite x und die 
Höhe y des Rechtecks zu machen, wenn die Menge des durch das 


nn nn 


1) Über das Viereck vom kleinsten Inhalt, das aus a, b, ec, d konstruiert 
werden soll, vgl. E. Lampe und R. Sturm im Journal für d. reine u. angew- 
Math. Bd. 96, 8. 78—80 (1884). 
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Fenster dringenden Lichtes, also der Flächeninhalt des ganzen Fensters 
ein Maximum werden soll? (Fig. 66.) 

Die Funktion J= xy-+ ix? soll ein Maximum werden mit der 
Bedingung «+ 2y+4axr — m =0. Man findet x = 2y, d.h. die Breite 
x des Rechtecks muß doppelt so groß sein wie dessen Höhe y, und 
zwar wird 2 ; der maximale Flächeninhalt ist gleich 

4-7 


m? M& 
BELLE. 

7. Eine unverzweigte elektrische Leitung besteht aus n Teilstrecken 
von den Längen /,,l,,-:-/,; der Spannungsverlust am Ende der Leitung 
beträgt EVolt. Wie groß sind die Querschnitte 
9»92:°'q, der Leitungsdrähte der Teilstrecken zu 
wählen, wenn das Gesamtvolumen V des nötigen Lei- 


tungsmaterials ein Minimunı werden soll und die Strom- % y 
stärken der einzelnen Teilstrecken gleich 2,,%,: 2, = 
sind? Hierbei sei c der spezifische Leitungswiderstand Fig. 66. 


des Materials, wobei angenommen wird, daß die Längen 

l, in Metern, die Querschnitte q, in Quadratmillimetern gegeben sind.') 
Der Ausdruck V=Iq, +%qQ+:::+ 1,9, sol ein Minimum 

werden, und hierzu tritt die Bedingung 


Ti L; 7 
VER a BR N Be Me SE Re a RE 
RR nie + q, 


Man setze F= V”--AE und bilde nun die » Gleichungen 


hieraus folgt 


na VelVa+kyaı +1,Vi), k=1,2,.:n, 
d. h. die Querschnitte der Teilstreeken sind den Quadratwurzeln aus 
den-entsprechenden Stromstärken proportional. Das zugehörige Mini- 


mum des Volumens V wird Äh Vu Hr LVo+t-- EL Vi). 

8. Eine elektrische os von der Länge /, verzweigt sich an 
ihrem einen Ende in » Teilstrecken von den Längen /,: die diesen 
Strecken Bueprechenden Stromstärken seien i, bzw. 4, (k=1,2,.-.n). 
wie groß sind die Querschnitte q, bzw. q; der Drähte zu le wenn 


7 Für Kupfer z.B. ist der spezifische Leitungswiderstand e = z-, d.h. ce ist 
der Widerstand eines Drahtes von 1 ın Länge BR 1 qmm (neischnitt. Allge- 
mein ist der Widerstand w eines Drahtes in "Ohm gegeben durch w=el:g (vgl. 
auch die Fußnote zu 8. 112). Zu Telegraphenleitungen nimmt man gewöhnlich 
Eisendraht von 4 mm Durchmesser, und zwar ist für Eisen ce = 0,12. Der Wider- 


stand einer solchen Leitung von 1 km Länge ist daher a == 9,5 Ohm. 
£ T 


10* 
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am' Ende jeder der » Teilstrecken der. Spannungsverlust E Volt be- 
tragen und das Gesamtvolumen des Leitungsmaterials ein Minimum 
sein soll? Der spezifische Leitungswiderstand des Materials sei c. 


Die Funktion V=l, +L,q + ::: + ,q, soll ein Minimum wer- 


den unter den Bedingungen p, =c (ni 3, N — E=0, (k=1,2...n).. 
n k 


Man hat daher mit Hilfe der Funktin =V+ >49, den+1i 


1 


Gleichungen —=( und in —=0, (kk=1,2,--- n) zu bilden. Es er- 
gibt sich | 
OF 


LT RehnG en a es 
ih „ss Athrtı :+A4,) U a 


Aus den n Bedingungsgleichungen p, = 0 folgt 


Ki _ ku _..._ In 
10 a 
und wenn diese Quotienten gleich 6 gesetzt werden, wird q, = er 


Man findet ferner 
Wr li) 


und 
€ i ee ; - - 
h=% Io Ya + + +) | 
_ch% |, nr MS ER RO 

I E | ao REEBER I 5)’ : RE “ 

Bei Einführung des dem Verzweigungspunkt entsprechenden 
Spannungsverlustes K, = h% wird 1 an 

0 FD 


9. Unter welchem Einfallswinkel muß ein Lichtstrahl auf einen 
kugelförmigen Regentropfen fallen, wenn die Ablenkung, die er durch 
die Brechung beim Eintritt, durch Reexion und durch Brechung beim 
Austritt erfährt, ein Midinum ein sol? Wie groß ist der Einfalls- 
winkel, wenn ı dem Eintritt und Austritt k Reflexionen statt- 
finden und die Ablenkung ein Minimum sein.soll? 

Die Ablenkung z wird bei Brechung in A, einmaliger Reflexion 
in .B (Fig. 67) und Brechung in © gleich 180° — X AQC. Ist & der 
Einfallswinkel, 8 der Brechungswinkel, » der Brechungsindex, so findet 
man leicht z2= 28: —4ß + 180° und X AQC = 4B — 28, wobei 
sine=nsinß ist. Würde der Strahl nur in A und BD gebrochen, so 
wäre die Ablenkung gleich dem Winkel BRQO = 2(s — ß); durch die 
Reflexion in B kommt noch eine weitere, durch den Winkel 7’SL, 


Kleinste Ablenkung von Lichtstrahlen durch Regentropfen. 149 


dargestellte Ablenkung hinzu. Man findet nun X 7TSL, =<x 0QSR 
. — 180° — 2ß, daher wird 2= 2(e — ß) + 180° — 2B=28:— 4ß + 180°. 
Zugleich ist ersichtlich geworden, daß durch jede weitere Reflexion, 
die vor dem Austritt des Lichtstrahls aus dem Regentropfen stattfindet, 
die Ablenkung um 180° — 28 wächst. Im Fall von % Reflexionen 


N 


x Fig. 67. 
wird daher die Ablenkung z = 2: -- 28 + k(180° — 2ß) oder 2— 28 
— 2(k+1)ß + %-180°, wobei sine=n sin ß ist. 
Man findet, daß das Minimum der Ablenkung eintritt, wenn 


sıng= nr undn>1 

ist; die Forderung n>1 trifft beim Übergang aus Luft in Wasser 
zu, denn hier ist für rote Lichtstrahlen n = 1,330, für violette n = 1,343. 
Diesen beiden Lichtarten entsprechend findet man im Fall k=1 
die Werte &,.—= 59035, &, = 58° 50‘, ß, = 4025’, ß, = 39° 35’, wobei 
sich die Indizes r und v auf die roten bzw. violetten Strahlen beziehen. 
Bezüglich der Wichtigkeit dieser Betrachtungen in den Fällen k=1 
 undk=2 für die Erklärung d.s Regenbogens und des Nebenregen- 
bogens sei auf die Lehrbücher der Physik verwiesen, ferner auf eine 
große Arbeit von Chr. Wiener!) und auf eine ausführliche, auch 
‘zahlreiche Literaturangaben enthaltende Abhandlung von W. Möbius.?) 
10. Der Umfang u eines Dreiecks, dessen Ecken P,, P,, P, auf 

_ drei festen Kurven Ä,,k,,%, liegen, kann nur dann ein Minimum oder 


1) „Die Helligkeit des klaren Himmels und die Beleuchtung durch Sonne, 
Himmel und Rückstrahlung‘, nach Chr. Wieners Tod hrsgg. von seinen Söhnen 
H. und O. Wiener, in den Nova acta der Kaiserl. Leop.-Carol.: Deutschen 

- Akademie der Naturforscher Bd. 73, Nr. 1, 8. 33 ff. (1900). 

2) „Zur Theorie des Regenbogens und ihrer experimentellen Prüfung“, Abh. 
der math.-phys. Klasse der kgl. sächs. Ges. d. Wissensch., Bd. 30 (1907), S. 107 
bis 256. 
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Maximum sein, wenn die in den Ecken gezogenen Kurvennormalen 
die ihnen zugehörigen Dreieckswinkel halbieren und sich also in einem 
Punkt treffen, oder, anders ausgedrückt, wenn die Kurvennormale einer 
jeden Ecke sich a: den Kurs rangensen der beiden anderen Ecken 
in einem und demselben Punkt schneidet.') 

Sind x,, y; die Koordinaten der Ecke P,(i = 1,2 2:3), (2,4) = 
(= ” 2, 3) die Gleichungen der drei Kurven, so soll die kn 


= Y( (Ag — Bien en + (Ya — 9° gr V (a; - er Er + (4 - m A 
Ti V(a- ur u) + (Yı- Sr - 15)? 


ein Maximum oder Minimum werden unter Erfüllung der Bedingungen 


hy) = 0, fa(&, %) = 9, Fa, y) = 0 

Die geometrische Deutung eines Paares von Gleichungen wie F(x,)=0, 
FYy)=0,wF=zu+Afi +4f + A,f; ist, ergibt leicht den obigen 
Satz. Natürlich können auch zwei der gegebenen Kurven oder sogar 
alle drei in eine einzige zusammenfallen. Ferner können die Kurven 
insbesondere Geraden sein; dann bilden sie ein Dreieck ADC und 
es fragt sich nun, welches von allen Dreiecken, die man ABC ein- 
schreiben kann, den kleinsten Umfang hat. Da bekanntlich die Höhen 
eines Dreiecks ABC die Winkel der Verbindungslinien ihrer Fuß- 
punkte DEF’ halbieren (beim stumpfwinkligen Dreieck einen Winkel 
und zwei Nebenwinkel), so liefert DEF die Lösung.) Der Höhen- 
schnittpunkt von ABC ist Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises 
von DEF (oder eines angeschriebenen Kreises, falls das Dreieck ABC 
stumpfwinklig’ ist). 

11. Der Flächeninhalt eines Vielecks von n Betten, dessen Ecken 
auf n gegebenen Kurven liegen, kann nur dann ein Mazimum oder 
Minimum sein, wenn die in jeder Ecke P; des Vielecks an die zu- 
gehörige Kurve gezogene Tangente zu der Diagonale parallel ist, die 
die beiden benachbarten Ecken P,_, und P,,, verbindet.?) | 

Bei analoger Bezeichnungsweise wie in der vorhergehenden Auf- 
gabe ist der doppelte Inhalt des Vielecks gegeben durch | 


1) Val us . Magnus „Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der 
analytischen Geometrie“, Berlin 1833, S. 370 ff., ferner J. Steiner, Journ. für die 
reine und angew. Math. Rd, 24 (1842) S. 151f. = Journ. de math@matiques Bd. 6 
(1841), S. 169 = Gesammelte Werke Bd. 2, 8. 241. 

2) Dieses Ergebnis findet sich ebenso wie der dabei benutzte Hilfssatz über 
‘die Verbindungslinien der Höhenfußpunkte eines Dreiecks wohl zuerst bei J. F. 
Fagnano, Nova acta eruditorum anni 1775, Leipzig 17798, S. 296—300. Einen 
eigenartigen Beweis der Minimumeigenschaft des Dreiecks DEF hat auch 
H.A.Schwarz gegeben (Ges. Abh. Bd. 2, 8. 344 f.). In Steiners Ges. Werken Bd. 2, 
8, 728f, wird dieser Schwarzsche Beweis irrtümlich Steiner zugeschrieben. 

3) Vgl. Magnus a. a. O. 8. 375f., sowie Steiner im Journal .für die reine 
u. angew. Mathematik Bd. 24 (1842), S. 152 = Journ. de mathematiques Bd. 6 
(1841), S. 169f. = Gesammelte Werke Bd. 2, 8. 241f. 
og 
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wobei f(2,y4,)=0 (ü=1,2,...n) ist. Die geometrische Deutung eines 
Paares von Önihungn 


- 0, een =0, w F=2J+Afh +Aht: tif 
ergibt den zu Bas ebenda Satz. Natürlich können mehrere der ge- 
gebenen Kurven oder auch alle in eine einzige zusammenfallen. 

Werden die Kurven im Fall = durch Geraden ersetzt, so 
könnte man vermuten, daß unter allen einem gegebenen Dreieck ein- 
geschriebenen Dreiecken das parallel eingeschriebene ein Maximum 
oder Minimum des Inhalts habe. Dies trifft jedoch nicht zu, denn 
man kann sofort unzählige eingeschriebene Dreiecke von en oder 
gleichem oder kleinerem Inhalt angeben. Dem parallel eingeschriebenen 
kommt ein Maximum des Inhalts erst zu, wenn man de Frage z.B. 
folgendermaßen faßt: Einen Punkt P im Innern eines Dreiecks an- 
zugeben, so daß die Fußpunkte der von ihm auf die Seiten gefällten 
Lote ein Dreieck von möglichst großem Inhalt bestimmen. Man findet, 
daß P der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises ist, die Fußpunkte 
der Lote bestimmen als Mitten der Dreiecksseiten das parallel ein- 
geschriebene Dreieck. 

Daß dem parallel eingeschriebenen Dreieck allgemein kein extremer 
Wert des Inhalts zugehört, findet analytisch folgendermaßen Ausdruck: 
Werden mit Hilfe der Gleichungen für die Seiten des vorgelegten 
Dreiecks drei der sechs Unbekannten, z. B. %,, Ys, %, aus dem Aus- 
druck für den doppelten Dreiecksinhalt 2J eliminiert, so ist dieser 
nur noch eine Funktion der drei übrigen, nun voneinander unab- 
hängigen Unbekannten x,, &, 25. Wendet man auf ihn die 8. 132 
unter Nr. 2 gegebene Regel an, so wird der daselbst mit HZ be- 
zeichnete Ausdruck keine definite Form; somit liegt weder ein Maxi- 
mum noch ein Minimum vor. 

12. Die Summe der Quadrate der Seiten eines Dreiecks, dessen 
Ecken auf drei gegebenen Kurven liegen sollen, kann nur dann ein 
Maximum oder Minimum sein, wenn die in jeder Ecke gezogene Kurven- 
normale die Gegenseite des Dreiecks halbiert, also durch dessen 
Schwerpunkt geht.') 

Lösung ähnlich wie bei den zwei vorhergehenden Aufgaben. 


IV, Grenzmaxima und Grenzminima, 


Sind bei einer Funktion y= f(x) die Werte der unabhängigen 
rs x aus irgend einem Grund auf ein gewisses Intervall 


1) Vgl. Magnus a.a.0. 8 


159) 
Ba 
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a<x<b beschränkt, so kann die Funktion an den Grenzen a und b 

dieses Intervalles sogenannte Grenzmaxima oder Grenzminima  be- 

sitzen. Für solche Stellen muß die Ableitung f(x) keineswegs ver- 

schwinden, vielmehr befindet sich ein Grenzmaximum oder Grenz- 

minimum an der Stelle =a, je nachdem f'(a) negativ oder positiv 

ist, an der Stelle x = b, je nachdem f’(b) positiv oder negativ ist.!) 
1. Man bestimme die Maxima und Minima der Funktion 


y= sın ( 4 >) ; 


bei der die Veränderliche x aus irgend einem Grund auf das Intervall 
V<x<L1 beschränkt sei. 

= 2 liefert das Max. y=1, «= 0 liefert das Grenzminimum 

EEE 1 

= sın ry = 5 

2. Den kleinsten oder größten Abstand des auf dem positiven 

Teil der x-Achse gelegenen Punktes A (e=a) von den Punkten 
des Kreises + y— r”= 0 zu bestimmen. 

Statt des Abstandes kann auch gerade so gut das Quadrat- des 

des Abstandes eingeführt werden. Ist P irgend ein Punkt des Kreises, 


so wrd P#’=z=(r-a”+yV=r+a’—2ar und Em 2a<0. 


Nun kommt aber bei x nur das Intervall -r <x<+r in Betracht, 
daher ergibt = —r für das Quadrat des Abstandes das Grenz- 
maximum 2=(r+a)?, 2©=-+r das Grenzminimum 2= (r — a)”. 

3. Man bestimme die größte und kleinste Sehne, die man aus 
dem einen Endpunkt der kleinen Achse einer Ellipse b’r’+ a? y?— a?b’=0, 
wo b<.a sei, ziehen kann. 

Wählt man den Endpunkt &=0, y=-—b der kleinen Achse, 
so ergibt sich für das Quadrat der Sehnenlänge. der Ausdruck 


x—=1 das Grenzminimum y=+ VB. 


2(h2 __ 78 
20 ZI), ya) 


Aus Fe = 0 folgt y= = ‚ wobei y an das Intervall von —b bis + 
gebunden und c? für a’—b? gesetzt ist. Mit Rücksicht auf das 
angegebene Intervall muß die Ungleichung a? > 20? erfüllt sein, falls 


ein eigentlicher extremer Wert soll auftreten können. Dieser ist ein 
2 


Maxımum s—= — und zwar entspricht er den nach den Punkten 


1) Liouville scheint zuerst hierauf hingewiesen zu haben. Vgl. Journ. de 
mathematiques Bd. 7 (1842), S. 163; vgl. ferner J. A. Serret, „Cours de caleul 
differentiel et integral“, Paris 1868, S. 212f., in der deutschen Bearbeitung, 
6. und 7. Aufl. von G. Scheffers, Leipzig und Berlin 1915, S. 250f. und 281; 
0. Stolz, „Grundzüge der Differential- und Integralrechnung“, 1. Teil, Leipzig 
1893, 8. 208 f. 


N 
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ee 
=" pr V— 2%, y- © gezogenen Sehnen. Die Wertepaare 


y=-=—b, 2=0 wd y=+b, x<=0 liefern Grenzminims s=0 
bzw. s=2b. Im Fall @ <20° liefert y=—b, £=0 ein Grenz- 
minimum s=0, hingegen y=+Db, x—=0 ein Grenzmaximum s= 2b.") 


8 18. 
Berührung höherer Ordnung zwischen Kurven. 
Krümmungskreis und Evolute. 


1. Soll die Kurve f(x,y)=0 mit einer durch die Parameter- 
darstellung 2 = p(t), y= Y(t) gegebenen Kurve an der Stelle # eine 
k-punktige Berührung (Berührung (k — 1)'* Ordnung) eingehen, so 


muß # die k Gleichungen erfüllen: 


DE NEN a BE a SET AR UF 

wo Fi)=f(p&), vi) ist. 

Sollen die Kurven f(x,y)=0 und g(2,y)=0 an einer Stelle 
x, y eine k-punktige Berührung eingehen, so müssen die für diese 
Stelle bei f(x,y)=0 gebildeten k—1 ersten Ableitungen 
h=1,2,...., (k—1), gleich den bei g(z,y) = 0 gebildeten Ab- 
leitungen sein. Auf den Fall einer zweipunktigen Berührung ist 
kon. in Regel Nr. 2, 8. 59, hingewiesen worden. | 

Die %-punktige en zweier Kurven ist mit Enehlen ver- 
bunden oder erfolgt ohne Schneiden, je nachdem Ak eine ungerade 
oder gerade Zahl ist. 


2. Für die Koordinaten &, 7 des Mittelpunktes (Krümmungsmittel- 
punktes) und die Länge o des Radius des die Kurve = p(t), y=v(t) 
an der Stelle # dreipunktig berührenden Kreises, des sogenannten 
Krümmungs- oder Oskulationskreises, gelten die Formeln: 


i 2 ’2 2 2 
1 IM x ER Yale 
} = N: 
Krümmungsradius o= m y u. en: 


Ist die Kurve durch eine Gleichung y= f(x) gegeben, so wird 


1+y° a d+ vi 


NR ‚1 4, 
(2 = Lr7 ame... En ” „ 
2) 5 ee Maag de n 


1) Dieses instruktive Beispiel hat E. Lampe gegeben. Vgl. Sitzungsberichte 
der Berliner math. Gesellschaft im Archiv der Mathematik und Physik, 3. Reihe, 
Bd. 8 (1905), 8. 69 
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Ist. die. Kurve durch die Gleichung f(x, y) =0 gegeben, so wird 
2 2 2 3 
(3) En Eh th) n=y- Th) a 


wo zur Abkürzung gesetzt wurde: 


Ne Zfıafıfa T fahı“ 
Ist endlich die Kurve durch eine Gleichung in oa alte 
r=f(#) gegeben, so wird 
(4) & ers — rr)cos$ — NR rs nn PENEIN hen Are. ?)r cost 
2 r?+ 2r?— rr’ 1m r?+2r’— rr” ä 


2% tr ’i 
Tre 


3. Der reziproke Wert = des Krümmungsradius gibt ein Maß 


für die Krümmung der Kurve an der ihm zugehörigen Stelle. Mit 
Hilfe der Winkel z und r,, die die in den Eindpunkten eines Kürven- 
bogens von der Länge s’ gezogenen Tangenten mit der positiven 
Richtung der x-Achse bilden, kann man die Krümmung der Kurve 
an einer bestimmten Stelle auch als den Grenzwert definieren, dem 


1 


sich der Quotient er A nähert, wenn s unendlich klein, gleich. ds 


wird und r, nur um das Differential dr von r verschieden ist. Es 


i 1 
ist geradezu ee “ wo der „Kontingenzwinkel“ dr und das Bogen- 


element ds: durch dr= daretg = und ds=YVdx? + dy? be- 
stimmt sind. 

4. Solche Stellen der Kurve, mit denen der Krümmungskreis 
eine mindestens vierpunktige Berührung eingeht, heißen Scheitel 
der Kurve. 


5. Ist die Kurve durch eine Parameterdarstellung 2 = 0, 
y=v(t) gegeben, so verläuft der vom Kurvenpunkt P nach dem zu- 
gehörigen Krümmungsmittelpunkt © gezogene Krümmungsradius in 
einer Richtung, die zu der im Sinn der wachsenden # gezogenen 
Tangente von P so gelegen ist wie die positive y-Achse zur posi- 
tiven x-Achse oder umgekehrt, je nachdem @’%” — Y’gp” positiv oder 
negativ ist. 

Ist die Kurve durch die Gleichung f(x, y) =0 gegeben, so er- 
streckt sich der in gleicher Richtung wie soeben (von P nach 0) 
gezogene Krümmungsradius in das positive oder negative Gebiet der 
Ebene (vgl. zu dieser Bezeichnungsweise Nr. 2, S. 4) je nachdem H 
negativ oder positiv ist!). 2 


1) Diese unter Nr. 5 gegebenen Kriterien teilte mir Herr Gundelfinger 
vor.einer längeren Reihe von Jahren mit. S 
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6. Die Ausdrücke für & und n in (1) (Nr. 2, S. 153) bilden als 


Funktionen von ? die Parameterdarstellung des zur Kurve = gft), 
y== »(t) gehörigen Ortes sämtlicher Krimmungsmittelpunkte, der so- 
genannten ‚Kvolute der gegebenen Kurve, die ihrerseits eine Evolvente 
dieser Evolute genannt wird. 

Die Länge eines Evolutenbogens ist so groß wie der absolute 
Wert der Differenz o, — o, der Krümmungsradien der den End- 
punkten Ü,, €, des Evolutenbogens entsprechenden Punkte P,, P, 
der Evolvente. Voraussetzung ist hierbei, daß der entsprechende 
Evolventenbogen keinen Scheitel und keinen Wendepunkt enthält. 
Wird ein biegsamer, aber nicht dehnbarer Faden an die Evolute an- 
gelegt und nun von irgend einer Stelle P aus bei fortwährender 
Spannung abgewickelt, so beschreibt der Punkt des Fadens, der sich 
ursprünglich in P befand, die Evolvente. Da P auf einer Tangente 


der Evolute beliebig gewählt werden kann, gehören zu einer Evolute 


unendlich viele nk. aber jede Kurve (Evolvente) hat nur eine 
Evolute. 


Beispiele. 
1. Die Gleichung der Parabel aufzustellen, die die gemeine 


Zykloide 
= a(t— sin !), Ur all — 608 t) 


“im Seheitel {= = vierpunktig berührt. 


Man erhält («— am)’ — Sa2a—y)=0 

2. Zu zeigen, daß die Parabel Yx +Yy— 2 den Kreis x? + y? 
— 62 —-6y+10 = 0 an der Stellex—=y= 1 vierpunktig berührt. 

Die Parabel ist dureh die Parameterdarstellung &— (2—%, y-t: 
gegeben; zu x —=y—1 gehört =]. Hier wird 


Fi) = (a + 62-968 +10; 


für t—1 verschwinden 7’ (d,-Fit), Ft) und F(t). Es werde 


noch bemerkt, daß die gegebene Parabel in rationaler Gestalt die 
Gleichung (2£— y)? — 8(2+y—2)—0 hat. Ihre Scheiteltangente ist 


durch ©@+y—2=0, ihre Achse durch £&— y=0 gegeben; sie be- 


rührt die Koordinatenachsen in den Punkten = 4 bzw. y=4. 
3. Wie lauten die Gleichungen der Parabeln, die die Ellipse 
x=acost, y=bsini in den Scheiteln t=4r bzw. t=0 vierpunktig 


berühren? 


Im Fall i=4x erhält man ba? — 2a?(b—y)=0; zum Punkt 
t—= 0 gehört die Barca! ay — 2b’(a—z)—. 
4. Die analoge Aufgabe für den Punkt i=47, der aus rn ersten 


- Quadranten der Ellipse Aurch die eine Diagonale des der Ellipse um- ' 


schriebenen Rechtecks der Scheiteltangenten 'ausgeschnitten wird. 
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Man erhält 
b?2? + a?y? — Zabry + 2abY2(bx +ay) — 4a?! = (0. 

5. Wie lautet die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel, die die 
Ellipse = a cost, y=bsin t im Punkt {= 4x vierpunktig berührt? 

Hier ist auszugehen von der allgemeinen Gleichung einer gleich- 
seitigen Hyperbel a,,(2?—y?) + 20,52% + 2a32 + 2a,y+1=0. 
Man erhält EL x 
ay— bVY2x — aY2y + 3ab=0 


oder, in anderer Form, («—aY2)(y—bY2) — tab =0, eine Kurve, 
Asymptoten &—ay2=0 und y— v2 = sehr leicht zu 
konstruieren sind. 

6. Für einen beliebigen Punkt der Ellipse @=a cost, y=bsint 
berechne man die Elemente des Krümmungskreises. 


a? —b? . RR, ee (a? sin? 2: + b2costt)? 
ee cost, ee SHEE RO 2 


7. Wie aus der vorstehenden Formel für eg im Fall einer Ellipse 
folgt, gehören zu den Scheiteln A(t=0) und B(t=47) der Achse 2a 
2 2 


bzw. 2b die Krümmungsradien go, = F= bzw. & = 2 Man zeige, 


daß die Krümmungsmittelpunkte dieser Scheitel folgendermaßen kon- 


struiert werden: Von der im ersten Quadranten gelegenen Ecke E des 


der Ellipse umschriebenen Rechtecks der Scheiteltangenten fällt man 


ein Lot auf die nicht. durch E gehende Diagonale dieses Rechtecks 


(Fig. 68); dieses Lot trifft die Achsen in den "gesuchten Krümmungs- 
mittelpunkten CO, bzw. (,. 


Y 


G 
Fig. 68. Fig. 69. 
8. Zwei geradlinig verlaufende Strecken (Mittellinien zweier Land- 


straßen), deren Verlängerungen sich rechtwinklig schneiden, sollen 
durch einen Ellipsenbogen so verbunden werden, daß die Strecken 


0 
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tangential in diesen Bogen übergehen und der kleinste bei der Ellipse 
vorkommende Krümmungsradius gleich 225 m ist. Auch soll der 
Bogen die Halbierungslinie des rechten Winkels zur Symmetrielinie 
haben (Fig. 69) und sein Scheitel A vom Scheitel O0 des rechten 
Winkels 100 m entfernt sein.. Wo liegt der Mittelpunkt der Ellipse 
und wie groß sind ihre Halbachsen? 

Man wählt die beiden sich rechtwinklig schneidenden Geraden 
als Halbierungslinien der Quadranten des Koordinatensystems, die 
oben genannte Symmetrielinie als x- Achse; alsdann ist 


What en 
a? b* 
die Gleichung der Ellipse, k die Abszisse ihres Mittelpunktes M. 
Sollen die Geraden y=x und y= — x en der Kurve sein, so 


&— 4 


muß die in x quadratische Gleichung - See „1-0 zwa gleiche 


"Wurzeln haben, was für k = Ve?+ En ei eintritt. Der kleinste Krüm- 


z A & SCH 
mungsradius der Ellipse ist —, wenn b<<a angenommen wird (vgl. die 


vorhergehende Aufgabe). Im vorliegenden Fall ist z — 225; da ferner 


0OA= 100 m sein soll, wird OM = Ya? +b?— 100 +a. Aus diesen 
Gleichungen folgt a=400 m, b= 300 m, :—=500 m. Der Über- 
gang der Ellipse in die beiden Geraden findet an den Stellen F 
und @. statt, die die Koordinaten x = 180 m, y= + 180 m haben. 

9. Mit Hilfe des Ergebnisses von Aufg. 6 bestimme man die 
Elemente des Krümmungskreises für jene Punkte, die aus der Ellipse 
durch die Diagonalen des ihr umschriebenen Rechtecks der Scheitel- 
tangenten ausgeschnitten werden; auch suche man eine Konstruktion 
des Krümmungskreises.. Man kann sich hierbei natürlich auf den im 
ersten Quadranten gelegenen Ellipsenpunkt P beschränken. 

Für den Punkt P ist {= 47; ferner werden die Elemente seines 
Krümmungskreises: | 


a0? a—b’,/5 | (a +59} 
& = DET Y2, Re ad“. v2, 05 dab "ya. 


- — Der Krämmungsmittelpunkt (© liegt offenbar auf der Geraden ax+by=0, 


die im Mittelpunkt der Ellipse auf der durch P gehenden Diagonale 
des oben genannten Rechtecks senkrecht steht und die Normale von P 
im Krammungsmittelpunkt C trifft. 

10. Die gleiche Aufgabe für jene Punkte der Killipse, für die 
das zwischen den Achsen gelegene Stück der Tangente ein Minimum 
‘und zwar gleich @+b ist; sie haben (vgl. Aufg. 32, 8. 123) die 
Koordinaten: 

| BET ACH Lan 
YVatb 


ER N RE RE VRR Aa NE NE ENDEN ULF u BE TE ES CF I VE VE N 
* f J ' i TR i A 
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Man beschränke sich auch hier auf den im ersten Quadranten. 
gelegenen Ellipsenpunkt P und beachte, daß er das eben genannte 
Tangentenstück in Teile von der Länge « bzw. b teilt (Fig. 53, S. 124). 
Für ihn ist | 


Ya vb lad Va 
b t == ereze ı = ea er £ = — MEERE 
2 Beh a Vo Ä Va+b 
_. 2a byb eh 
N u Vab 


Der Ausdruck für o zeigt, daß der Krümmungsmittelpunkt Ü aus 
der Normale von P durch den Halbkreis ausgeschnitten wird, den 
man über dem oben erwähnten Tangentenabschnitt beschreiben kann. 

11. Der Krümmungsradius oe eines beliebigen Punktes P einer 


Ellipse mit den Halbachsen a und b hat die Länge o = a wo 
Y;, Y, die Längen der Brennstrahlen von P bedeuten. 


Bei Einführung der linearen Exzentrizität e= Va? — b? wird eo 
3 
Q ; a? — c? cos? t)? 
nach Aufg. 6, 8. 156 gleich “7000 


numerischen Exzentrizität &=c:a und der Koordinaten von P folgt 


; und bei Einführung der 


ab ab ab.:rf 


dar, =@+ x und 1, = a — eu die Längen der beiden Brennstrahlen 
darstellen. | 

12. Für einen beliebigen Punkt der Kurve 

z=f(t) cost— f(l)sint, y=f(t) snt+ f(l) cos t 
die Länge des Krümmungsradius zu | 
berechnen. Vgl. auch Aufgabe 13, 
S. 175, und Aufg. 17, 8. 176. 
e=- +. 

13. Die Elemente des Krüm- 
mungskreises für den Punkt = 5, 
y=1 der Kurve y= x” — 6x + 10 
zu bestimmen. 

E=3, ge 15; 0=Fr 

Man überzeuge sich übrigens, 
ob der Punkt wirklich auf der 
Kurve liegt. 

14. Die gleiche Aufgabe für 
den Punkt = 1, y=0 der Kurve Fig. 70. 
y-2#—62#°+112—6. (Fig. 70.) 


25, Re nasMerG u e=-tYV5- 1,86. 


ar RATEN, a rn RE RN TE NE % 2 RRET EN N > 7 
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15. Ebenso für den Punkt @=1,y=3 der Ks 42°? + 9? 
— 322 — 54y +109 = 0. 
i=2i, n=3, le 
16. Wie lautet die Gleichung des Krümmungskreises für den 
Punkt 2 =.0, „ — 1 der Kurve y= e*? 
Da&= -2,n=3,0o—=2YV2 gefunden wird, lautet die gesuchte 


Gleich 
sleichung m an, 


17. Die Elemente des Krümmungskreises der Kurve y= sin x 
zu bestimmen und zwar für einen beliebigen Punkt, für den Scheitel 
— 17, sowie für die Punkte e=4zx und «= tn. 
Man findet: 
Für einen beliebigen Punkt: 
2 cos?x (1-F cos 20)% 


= 24 cobxll+cof2), 9-7; 0 
für den Scheitel x = 4x: 

El ER EN ae 
für —=4r 

242-2285, 0-5, V3- 2598, 
für 2e=tn 


n=—-3, 0-,Vi=-46. 
18. Welche Länge hat der Krümmungsradius eines beliebigen 
Punktes der Kurve y= a In cos ni? 
=: cos — 


19. In welchem Punkt ist die Kurve y=Inz am stärksten 


gekrümmt? 
Der Krümmungsradius e soll ein Min. werden. Für einen be- 
3 
liebigen Punkt der Kurve y=lur ist 0o= A -, ferner = 


eg = va e Eu ‚und Hiehar Ausdruck verschwindet für = +3 +Y2, 


wobei im eegeaden Fall nur + 1y2 in Betracht kommt. Da man 
für a einen positiven Wert findet, hat die Kurve y=Inx den 


kleinsten Krümmungsradius im Punkt = +3 y2, Ur25 ln 2, 
und zwar wird o=2Y3 — 2,598. 


20. Wie lautet die Gleichung des dem Punkt —=y-=a der 
Zissoide (2? + y?)x — 2ay? = 0 zugehörigen Krümmungskreises? Vgl. 
Fig. 22, S. 63. 
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Da &=-1a, n=°a, o=2aY5 gefunden wird, lautet die 
gesuchte Gleichung 3 (2?+ y?) + 1l4ar + 1bay— Aa?’=0. ' 

21. Bei der gleichseitigen Hyperbel @y— € =0 ist der einem 
beliebigen Punkt P der Kurve zugehörige Krümmungsradius gleich 
r?: (20), wo r den Abstand des Punktes P vom Mittelpunkt der 
Kurve bezeichnet. | 


Nach einer der Gleichungen (3), 8. 154, ist o- A IR”, wo 


H= fu — Zfsfie + fafır- Nun wird f+ = Yy+ 2 = r, 
H= — 2e, daher, ohne Rücksicht auf das Vorzeichen, og — - 


22. Man zeige, daß bei der Kettenlinie y= "(en + =) — m Co) (5) 
die Länge des einem Kurvenpunkt P zugehörigen Krümmungsradius. 
o so groß ist wie die Normale N der Kurve. Vgl. Aufg. 12, 8. 48. 

Man findet nach einer der Gleichungen (2), 5.153, und nach Nr. 2, 


5.65, 0 =-N- > y?, und zwar leitet man dieses Ergebnis am besten unter 


Anwendung hyperbolischer Funktionen ab. Um den zu P gehörigen 
Krümmungsmittelpunkt zu konstruieren, hat man nur N auf die Nor- 
male von P nach der richtigen Seite hin abzutragen; die Konstruktion 
dieser Normale ist durch Aufg. 12, S. 48, erledigt. 

23. Bei Kurven mit der Gleichung y = ca” gilt 
für den zu einem Punkt P(x, y) gehörigen Krüm- 
mungsradius die Formel 


nt? 


Dar (n —1)s- sin «’ 

und zwar ist hier « der kon- 
kave Winkel, den die in P 
gezogene Tangente der Kurve 
‘mit der positiven Richtung 
der x-Achse bildet, £ ıst die 
absolute Länge dieser Tan- 
gente, s die Subtangente y:y' 
(vgl. S. 65). Man beweise diese _ 
Formel und zeige, daß auf 
Grund derselben der zu /’ ge- 
hörige Krümmungsmittelpunkt 
C in folgender Weise konstruiert werden kann'): Zunächst zeichnet 
man die Tangente und Normale von P, was sehr leicht geschehen 
kann, da nach Aufe. 1, S. 66, die Subtangente von P gleich 4x 


1) Vgl. hierzu F. Dingeldey in der Ztschr. für Mathematik und Physik, 
Bd. 54, 8. 89 (1906), wo noch andere Konstruktionen des Krümmungsmittel- 
punktes der Kurve y = cx” gegeben werden. 


Fig. 71 
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ist. Alsdann fällt man vom Fußpunkt M der zu P gehörigen 


Ordinate auf die Normale das Lot MQ, verbindet Q mit dem End- 
punkt 7 der Subtangente und zieht durch 7 rechtwinklig zu 7Q 
die Gerade 7D, die ER Normale von P in D schneidet (Fig. 71). 


Alsdamn ist PD=-' . Durch Multiplikation dieses Ausdrucks 


S- ‚sin & 


mit Fi ; erhält man oe, wenigstens der Länge nach, Man hat noch 


darauf zu achten, daß sich der Krämmungsradius von P aus ın das- 
jenige Gebiet der Ebene erstreckt, dem die Kurve in ? die konkave 


Seite zukehrt. Mitunter muß also die in der angegebenen Weise kon- 


s 66) und y=n Be x" =? folst + - 


struierte Strecke von der Länge eg mit Hilfe des Zirkels noch um 
zwei Rechte gedreht werden. 

Zur Ableitung des Ausdrucks für og beachte man, daß 1+y? 
1 
s?« 


= S „Ist; mit Hilfe vns=y:y =1ix (vgl. Aufg. 1, 
een ni 
m — Dry — (n—1)sin«? 


.wobeı das obere oder untere Vorsächen zu setzen ist, je nachdem P 


% 


oberhalb oder unterhalb der x-Achse liegt. Der absolute Wert von 
BE a : 
y" 


| nt? | 
wird offenbar |- PERRIUESEN 
In 1)s- sin« | 


Die angegebene Konstruktion von o folgt daraus, daß PO =s-sin« 
ist und die ähnlichen rechtwinkligen Dreiecke DPT und TPrQ ai 


Proportion PD: PT=PT: 8 liefern, aus der sich PD= un 
ergibt. 

Man kann leicht zeigen, daß die Formel für den Krümmungsradius 
und die aus ihr abgeleitete Konstruktion auch bei schlefwinkligen 
Koordinaten gilt; nur ist alsdann die Subtangente s= 7’M nicht 
die rechtwinklige Projektion der Tangente t auf die x-Achse, sondern 
die in Richtung der y-Achse ausgeführte Projektion auf die x-Achse. 

Mit Vorstehendem ist eine Konstruktion des Krümmungsmittel- 


“ 


_ punktes bei den sogenannten adiabatischen oder polytropischen Kurven 


gegeben, die in der mechanischen Wärmetheorie eine wichtige Rolle 


spielen. Die Gleichung dieser Kurven gibt eine Beziehung zwischen 


dem Druck p und dem Volumen v eines idealen Gases, dem keine 
Wärme zugeführt oder’entzogen wird. Nach Aufe. 38, 8. 35, ist 


dQ= 5 (&-v-dp + 6,:p:dv), wo c, und c, die spezifische Wärme bei 


konstantem Volumen bzw. bei konstantem Druck, R die Gaskonstante 


ee ar vorliegenden Fall ist dQ = 0, daher > + on = (0) 


® 


oder - 2 I — 0, wenn c,:0,=x gesetzt wird. Es ist sofort er- 


MB ilich. daß diese Gleichung durch Differentiation der Gleichung 


$ j 
nv’ = Konak erhalten wird, die von der Form y = cx“ ist, wenn man 


Dingeldey, Differential- und Integralrechnung. I. 2. Aufl. 11 
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p durch y, © durch &, «x durch —n ersetzt. Durch pv”= ec wird die 
adiabatische oder polytropische Kurve dargestellt. Das aus dem 
Griechischen stammende Wort adiabatisch bedeutet undurchlässig; die 
Ausdehnung des Gases vollzieht sich so, als wäre der ganze Apparat, 
in dem sich das Gas befindet, in einer für die Wärme undurchlässigen 
Hülle eingeschlossen. Zur Gestalt der Kurven y=cz” vgl. auch 
Aufg. 8, 8. 188. 

24. Man zeige, daß der zu einem beliebigen Punkt pP einer Kurve 
x=o(t), y=»Y(t) gehörige Krümmungskreis mit der Kurve an der 
Stelle # eine mindestens vierpunktige Berührung eingeht, wenn der 
Radius o dieses Kreises für die Stelle P einen extremen Wert hat. 

Sind &, 7, e die Elemente des Krümmungskreises, so ist jeden- 
falls nach Nr. 1, 8. 153: 


Fi)=(p-8)%+(w—-mM?-o°=0, ferner Fl)-0 und F’()=0. 
Soll nun oe oder oe? einen extremen Wert haben, so muß eo 
sein, Be Gleichung, die mit F’(t) = 0 identisch ist. Die zweite Ab- 
leitung =& wird gleich F'(f), verschwindet a ebenfalls, daher er- 


was mit F"(t) 


fordert ein Max. oder Min. von o°, daß auch Te ie 
identisch ist, verschwinde. (Vgl. Nr. 1, S. 107.) 
25. Wenn der in den Formeln für die Elemente. des Krümmungs- 


kreises eines Punktes der Kurve = (kt), y= »(t) auftretende Aus- 
druck Ruan ze (vgl. Gl. (l) in Nr. 2, S. 153) den Wert Eins hat, 


bedeutet der Parameter t den Winkel «, den die in irgend einem 
Kurvenpunkt gezogene Tangente mit der positiven Richtung der 
x-Achse bildet, oder es ist { von « nur um eine additive Konstante c 
verschieden. Auch die Umkehrung gilt: Ist t=«+c, so wird 


2.2 
PIE „»=1. Diese beiden Sätze sind zu beweisen. 
p vw — pp Ä 
u ur 0” d are tg s 
Es Ä ist Erg daher im Rsauen Fall 
darctg- vr 
= Re 1 und are tg ©, ‚=t-+c; mit Rücksicht auf tg« -% 


Se nun e=t+c. Die er ist richtig, denn aus «=t-+c 
folgt © =1. 


26. Man zeige, daß der reziproke Wert des zu einem Punkt P 
der Kurve y= f(x) gehörigen Krümmungsradius gleich y”.cos’« ist, 
wo « den Winkel bedeutet, den die in P gezogene Kurventangenke 
mit der positiven Richtung der x-Achse einschließt. 
a+y 9 E 

y 


In der Formel o = OR 


ist y-tge, 1+y’- 
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Ist die Neigung der Tangente gegen die x-Achse sehr gering, so kann 
angenähert cos« = 1 und ee y" gesetzt werden; dies geschieht z.B. 
in der Festigkeitslehre bei der Ableitung der Differentialgleichung der 
sogenannten elastischen Linie, wo der Ausdruck für o benutzt, aber 
cos « meist gleich Eins angenommen wire. 

' 27. Zu zeigen, daß die Krümmung -, — eines Kurvenpunktes durch 


r 1 
Fee S se dargestellt werden kann, wo « die soeben erwähnte Be- 
deutung hat. 


i in da ; 
Es ist -— — — 008 6:——, wobei «= arctgy, cosa—= - _—— 


dx dx’ 
28. Bei den Kurven, die in Polarkoordinaten Gleichungen von der 
Form r” = a” sinm® haben (den sogenannten Sinusspiralen, vgl. 
Aufg. 32 und 33, S. 54), soll die Länge des irgend einem Punkt P 
der Kurve zugehörigen Krümmungsradius o berechnet und. außerdem 
gezeigt werden, daß die Polarnormale (vgl. S. 66) von P (m+1)mal 
so groß wie der Krümmungsradius ist. 
Allgemein hat man 0 a De „ (nach Gl. (4) in Nr. 2, 
3. 154); Aun: ist 7° — ar un md, Mr = ar co Ma rer 
+ (m — 1)r" 72.7? = — ma” sin md = — mr", daher rr" + (m— 1)r’? 
— — nr. Der Nenner in dem Ausdruck für o nn somit 272 


— rr”— (m+1)(r?+r'?) und o selbst gleich ver Mit Hilfe 


4 


m + 1 
a"rcosm® 
von r"-!.y = a" cos m® findet man r' = m = r.60t md und 
m 
SEE BER RE ES 
7 sin? Er: 2 folglich 2 (m +1)sinm® (m+ Hrw-i 


Die ne der Polarnormale ist allgemein nach Nr. 4, 3. 66, gleich 
Vr:+r?; da o gleich Ba gefunden wurde, wird N = (m +1)e. 


Die Formeln o = ar ER e ne ‚und N=(m+1)o gelten auch 
für die Sinusspiralen r" = a” cos m®. / 

29. Man wende das in Nr. 28 gefundene Ergebnis an auf die 
Bestimmung der Länge des Krümmungsradius eines beliebigen Punktes 
der Lemniskate r?—= 2a? cos 2% (vgl. Fig. 16 und Nr. 33, 8. 54), ferner 
auf die Krümmungsradien der beiden Scheitel (= 0 oder =) und 
jener Punkte, deren Abstand von der Polarachse ein Maximum ist 


(zu diesen Punkten vgl. Aufg. 39, 8. 125; für sie ist r— a). 
: 2 
Man findet für einen beliebigen Punkt der Lemniskate g = . 
Für die Scheitel $ = 0 oder $— x wird e = 4r = 2Y2; für die Punkte 


größten Abstandes von der Polarachse wird e = a. 


11? 


= 
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30. Bei den Sinusspiralen +” — a” sinm® schneidet der einem 
Kurvenpunkt P zugehörige Krümmungskreis‘ von dem Radiusvektor r 


des Kurvenpunktes ein Stück s ab, das die Länge Ei ; hat.') 


In Aufg. 28 wurde die Gleichung oe = es Kb bewiesen. Für 


den Winkel » des Radiusvektors mit der te von P gilt nun 
nach Nr. 4, g 46, die Formel tgy=r:r; anidrersensense das vor- 
erwähnte Stück s ‚des Radiusvektors gleich 2o sin y (Fig. 72) und bei 


“2 2 
Einführung der Werte von og und siny wird s= a nn z . SA 


= = ;‘ Auch für die Sinusspiralen r"—a"cosm® wird s— _ RE 

31. Man zeige, daß bei schiefwinkligen Koordinaten mit dem 
Achsenwinkel & die Koordinaten &, n des Mittelpunktes und die Länge 
o des Radius des Krümmungskreises eines 
Punktes der Kurve = g(t), y= v(t) durch 


die Formeln gegeben sind: 
=9—olW+gp coso),, 
=Uı+6(p+Y cos 0), 


g?’+Y?+29py’ cos o 
(pY9"— ygp’)sinto ?’ 


_. g’Hp?H2pW y cos @)% 
ww —yg)sino 


wobei 


6= 


Fig. 72. 


Da der Krümmungskreis mit der ge- 
gebenen Kurve an der Stelle # eine dreipunktige Berührung eingeht, 
sind nach Nr. 1, S. 153, die Gleichungen zu erfüllen: 

Fo=(@-5'+ Se N (pn) es —g—Ö, 

Fi) - Fd=0. 

Bei Einführung eines es o läßt sich F’(f) 
durch g—&=o(W"-+gy coso), —n= — o(p+Y% cos w) ersetzen. 
Dann wird @ durch Substitution dieser Ausdrücke in F’(t)=0 erhalten. 

Hat die vorgelegte Kurve die Gleichung y= f(x), so folgt 

E=xr—oly+coso),, n=y+o(l+y coso), 
wobei _ | 


1+y?-+2y coso her 2y cos 0) 

y’ sin? @ ONE | y' sin o 
32. Die Gleichung der Evolute der Parabel „"—px=0 abzuleiten. 
Die Parabel „= px hat die Parameterdarstellung =t?:p, y= 


’ 2 2 bi} 
für die Evolute wird E= & „e N-— 37 woraus durch Elimi- 


1) Vgl. A. Serret, Journ. de math. Bd. 7 (1842), 8. 118. \ 


0. 


REEL TEERDE 3 de a ah NZ, Wurst FERSRZE 1m al Se WECHalH n E S »Ta 07 "P 1 BR El TE DIR, Zee BE NER BLAE AL LET 
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nation von ? die Gleichung 27p7? — 2(8 —p)’=0 hervorgeht, die 
eine Neilsche Parabel darstellt, Vgl. Fig. 54, S. 125. 
33. Man bilde die Gleichung der Evolute der Ellipse =acost, 


y-bsint. 


kurve kongruente Zykloide darstellt, die 


- Verschiebung hervorgeht. 


\ 


"Bogens gleich & a 


Die Parameterdarstellung der Evolute ist BR in Aufe. 6, 8. 156, 
gegeben worden; durch Elimination von t folgt 


2 2 
() + ( = 1, wo @=a° 2. (Pie. 73) 

34. Zu zeigen, daß der einem Ellipsenquadranten zugehörige Bogen 
der Evolute die Länge hat, wenn a und b die Halbachsen der 


Ellipse bedeuten. 
Nach Nr. 6, S.155 und nach Auf- 
gabe 7, 8.156, ist die Länge dieses 
b? 


35. Man zeige, daß die Evolute 
der gemeinen Zykloide eine der Grund- 


aus der Grundkurve durch eine gewisse 


Die Parameterdarstellung der vor- 


gelegten Zykloide ist 


z=a(ltt— sind), y=all-— cost). | / Fig. 73. 
Für die Evolute findet man die Parameterdarstellung 
g=alt+sint,, n=-all — cost). 


Wird durch X =&8—ar, Y=n-+ 2a ein neues Koordinatensystem 
eingeführt, dessen Achsen zu den Achsen des ursprünglichen Systems 
pärallel sind (vgl. Fig. 74, S. 166), wird ferner statt des Wälzungs- 
winkels ? ein anderer r Sn x eingeführt, so SB für die Evolute 


die Parameterdarstellung 


EI ER VETERAN 


X=alte—sinr), Y=all-—cosr). 


36. Es ist zu beweisen, daß der einem einmaligen Abrollen 
des erzeugenden Kreises zugehörige Bogen der gemeinen Zykloide 
8mal so groß wie der Radius dieses Kreises ist. 

Die Anwendung eines in Nr. 6, S. 155, angeführten Satzes auf 


den von t=x bis = (0 genommenen halben Zykloidenbogen ergibt, 
daß der zugehörige Tr Solenkogen; der der Grundkurve im Korheein: 


den Fall nach Aufg. 35 kongruent wird, gleich der Differenz 4a — 0, 
also gleich 4a ist. 
3. Bei der gemeinen Zykloide ist der irgend einem PR HEGERDADE 
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zugehörige Krümmungsradius oe doppelt so groß wie die Normale N 
des Punktes. | Em = 
Die Länge der Normale ist nach Nr. 2, S. 69, gleich VP® FW; 


für o findet man im vorliegenden Fall — Ei: daher ist N 


ohne Rücksicht auf das Vorzeiehen gleich ——;-e. Nun wird y:p'=1, 
somit o=2N. 

38. Zu zeigen, daß bei der gemeinen ne der Abstand eines 
Kurvenpunktes P vom Krümmungsmittelpunkt des zugehörigen Evo- 
lutenpunktes konstant und zwar doppelt so groß wie der Durchmesser 
des die Zykloide durch Rollen erzeugenden Kreises ist. 

Der zu P gehörige Krümmungsmittelpunkt P, hat, als Punkt der 
Evolute betrachtet, einen Krümmungsmittelpunkt P,, dessen Abszisse 
im Fall der obigen Parameterdarstellung der Zykloide mit der Ab- 
szisse von P übereinstimmt, denn die einander folgenden Evoluten sind 
sämtlich der Grundkurve kougruent (Fig. 74). Da aber P,P, zu der 
in P gezogenen Tangente der Grund- 
kurve parallel ist, hat der Punkt P, 
auf seiner Kurve dieselbe Lage wie 
P auf der Grundkurve, liegt also nach 
Aufg. 35 im Abstand 4a senkrecht 
unter P, d.h. es ist P,P=4a. Die 
Punkte P, P,,P, liegen auf einem 
Kreis mit dem Durchmesser P,P. 
Da PP, nach Nr. 37 doppelt so groß 
wie die Normale PN ist, ergibt sich 
die Tiefe RP, in der die durch FR 
parallel zu OA gezogene Gerade P,R unter pP liegt, doppelt so eröß 
wie die Ordinate MP des Punktes P, woraus sofort eine Konstruk- 
tion des zu P gehörigen Krmungensttölpuukiee P, ohne Benutzung 
der Normale oder Tangente von P folgt. Hiermit ist aber auch eine 
Konstruktion. dieser Normale oder Tangente gegeben. Es genügt 
nämlich dabei die Gerade zu kennen, auf der der erzeugende Kreis 
der Zykloide abrollt, ferner den Radius dieses Kreises und den Kurven- 
punkt P; außerdem muß man noch wissen, ob P auf dem ansteigen- 
den oder absteigenden Teil der Zykloide gelegen ist. 

39. Zu beweisen, daß eine Epizykloide zur Evolute wieder eine 
Epizykloide hat. 

Für die Grundkurve, die durch einen Punkt eines Kreises vom 
Radius b erzeugt wird, wenn dieser auf einem festen Kreis vom 
Radius a rollt, ohne zu gleiten, hat man die Parameterdarstellung: 


b 5 
nn t= pt), 


y-(a+b)sint+bsin "T't=v(l). 


Fig. 14. 


2=(a-+ b)cost + b cos 
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Bei der in diesem Buch gemachten Annahme über die positive Rich- 
tung der x-Achse (wagrecht, nach rechts) liegt hierbei zur Anfang 
der Bewegung (£=0) der die Kurve beschreibende Punkt an der 
Stelle «+25 der x-Achse, rechts vom Mittelpunkt des rollenden 
a—+b 


Kreises. Mit Hilfe der abkürzenden Bezeichnung = m wird 


z—=b(mcost+cosmt)=yp(l), y=b(m sint + sin mt) = ut). 
Man findet 9°?+ 9: —=2b?m?(l-+ cos(m — Di) 


pu” — dp” = b’m?(m + 11 + cos(m — Di), 
& = b, (m cost — cos mt), n = b, (m sint — sin mb), 


WO 


m—1l, ab 
m+i. .a+2b 


Die Ausdrücke für & und n zeigen, daß die Evolute wieder eine 


b, = 


1st. 


_ Epizykloide ist. Um die Ähnlichkeit dieser Ausdrücke mit denen für 


x und y noch mehr hervortreten zu lassen, führen wir ein neues Ko- 
ordinatensystem X, Y ein, das aus dem System &,y durch Drehung 
um einen gewissen Winkel « hervorgeht, d. h. wir setzen 


X=&cos«e+nsin« = b,(m cos(t — a) — cos (mt — a), 
Y=—&Esin@a-+ncos«e = b,(m sin (t — «) — sin(mt — «)). 


. TT 
Wird nun oa=- 


BR die angenommen und t—« gleich r ge- 
m —1ı He CE =; 


setzt, so folgt 
X=b(m cost +cosmr), Y = b,(m sin r + sin mr). 
Der rollende Kreis hat für NER Epizykloide den Radius d, — _ Be ; 
a . . 

ar Die Evolute ist der Grundkurve 
ähnlich, da a,:b,=a:b ist. 

40. Zu zeigen, daß die Evolute der logarithmischen Spirale r = a’ 
eine der Grundkurve kongruente Spirale ist. 

Setzt man z= a’. cost= pl), y= «a -sint= »(t), so wird nach 
Aufg. 25, 8. 162: 


der feste den Radius a, = 


pr? = r’-+r” u 
pa” Sir ap” FR y? = Ir? — ry” Jar, 


’ 


daher 
= —a'lna sınt, n=a!lna- cost. 


Der Radiusvektor des Krümmungsmittelpunktes wird r = a’ - Ina 
— a'+%, wenn man Ina = a% setzt. Die Kurve r = a‘+% unterscheidet 
sich aber von der Grundkurve r=d' nur in der Lage. Sie geht 
nämlich aus ihr durch Drehung um einen gewissen Winkel i, hervor. 

41. In der Gleichung r =.a‘ der logaritbmischen Spirale soll « 
so bestimmt werden, daß die Evolute der Kurve mit der Grundkurve 
selbst zusammenfällt. 
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Für die Evolute hat man nach: Aufg. 40 die Parameterdarstellung | 


E= —a'lna- sint=a’'lna- os (+3), 


iR ER Bo: a\ 
n= alma-cost=a'lna sin (t+ 5) 


und r = a‘: Ina als Gleichung in Polarkoordinaten. Der Krümmungs- | 


mittelpunkt C des Punktes P der Spirale hat somit die Polarkoordi- 
naten 


r—a.ln0,:, -i+, — 2kz, 


wo k eine positive ganze Zahl bedeutet, denn der Punkt Ü muß jeden- 


falls innerhalb derjenigen Windung der Grundkurve gelegen sein, die 


durch P geht. Nun wird verlangt, daß C auf der gegebenen Kurve 


r = a’ liege. Es soll also die Gleichung, bestehen - 


R Pr kr 2% 
«na—a ?: oder na=a? = 
wo k=1,2,3,--- ıst. Den Werten von k entsprechend a es, wie 


man Seht en viele logarithmische Spiralen, die mit ihrer Hvo- 

IA 
lute zusammenfallen. Der Fall k=1 liefert eine Gleichung na=a ?, 
die angenähert durch a=1,3158 erfüllt wird. Der nach Aufg. 31, 
S. 54, konstante Winkel zwischen Tangente und Radiusvektor ist für 


diese Ri angenähert gleich 74° 39° 10”. 


42. Zu beweisen, daß der DENE eines Punktes pP der 


logarithmischen Ente r=.a' so. groß wie die Polarnormale von 
P' ist. 
Wie schon in Aufgabe 40 bemerkt wurde, ist hier 
Y? ze 1“ u 1 
r? en —rr” ? 
daher o — Yr? + r*, und derselbe Ausdruck stellt nach Nr. 4, 8. 66, die 
Polarnormale dar. Hiotas. folgt eine Konstruktion des Künmar nel 
punktes als Endpunktes der Polarnormale; die Normale kann dabei 
unter Benutzung der Tatsache gezeichnet werden, daß nach Aufe. 31, 
S. 54, der Winkel, den die Normale von P mit dem Radiusvektor 
bildet, bei der logarithmischen Spirale konstant ist. 
ne folgt, daß die Krümmungsmittelpunkte aller Punkte, die 
aus der Spirale: von einer durch den Pol O der Kurve gehenden Ge- 
raden g ausgeschnitten werden, auf einer Geraden g, liegen, die recht- 
winklig zu g durch O geht, ein Satz, der als spezieller Fall in dem 
folgenden weit allgemeineren Satz enthalten ist: 
43. Die Krümmungsmittelpunkte, die zu den Schnittpunkten der 


logarithmischen Spirale r = a‘ mit einer beliebigen Kurve fa, y)—-0 


gehören, liegen auf einer zu f(x, y) = 0 ähnlichen Kurve; nach Drehung 


\ 


BEER ac A a ra a 
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der einen Kurve um einen rechten Winkel sind beide auch ähnlich 
liegend. Dieser Satz soll bewiesen werden. 

Ist P(x,y) einer der Schnittpunkte, so hat sein Krümmungs- 
mittelpunkt € nach Aufg. 40 die Koordinaten 

E=— ylna,n=zlna, wo fa, yJ)=0. 
Bei Einführung von z=n:lna, y=--5:ha m fa,y)=0 er- 
hält man die Gleichung einer zur Kurve f(x, y) = 0 ähnlichen Kurve, 
auf der die zu den Schnittpunkten P gehörigen Punkte U gelegen 
sind. Im Fall a=e sind beide Kurven kongruent. 

44. Eine Archimedische Spirale r = at werde von einer durch 
den Pol des Koordinatensystems gehenden Geraden y geschnitten. Man 
zeige, daß die zu den unendlich vielen Schnittpunkten gehörigen 
Krümmungsmittelpunkte auf einer Ellipse liegen. Außerdem soll be- 
wiesen werden, daß die zu verschiedenen Richtungen von g gehörigen 
Ellipsen Entlioh einander kongruent sind. 

- Der zu einem Punkt t der u gehörige Krümmungsmittel- 
punkt hat die Koordinaten 

atcost — al? -+-1)sin sin t atsint+ alt? +1) cost 
£ Ne 42 + Do IT f? ZE 2 ‘ 

Bildet die Gerade y mit der positiven Richtung der x-Achse den 
Winkel «, so kommen für # nur die Werte « + 2kx in Betracht, wo k 
‚eine ganze positive oder negative Zahl oder auch Null ist. Burch 
Einführung der Größen A=«-+2krn, m= cos (a -+ 2kr) = cos«, 
n = sin (@ + 2kr) — sin« verwandeln sich die Ausdrücke für & und y in: 


£ amk—an( +1)  _anıtamÜ”-+1) 
ER WL D) Bl; 2 ’ 
aus denen durch Elimination von A die Gleichung 


(m? + 2n?)& + (n? + 2m?)n? — Zmn&n +3alnE —- my) + —=0 


- oder 


1 +sinde)&® + (1 + c08®«)n’ — 2sina-cosa-&n 
+ 3asna-E—-B3acosae-n+ta = 
hervorgeht. Mit Hilfe der aus der analytischen Geometrie der Kegel- 


schnitte bekannten Methoden findet man, daß diese Gleichung eine 
Ellipse darstellt, deren Mittelpunkt die Koordinaten 


.. 2=-4asiıng, Y= a cos«) | 
hat. Die Achsen der Kurve fallen in die Richtung & bzw. die dazu 
 rechtwinklige Richtung. Auf die Haupt- und Nebenachse als Koordi- 

 natenachsen bezogen hat die Gleichung der Ellipse die Gestalt: 
4 +27 —41=0, 


die Halbachsen 4+aY2 und 4a der Kurve sind somit von « unabhängig, 
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d. h. alle zu den verschiedenen Richtungen « von 9 gehörigen Ellipsen 
sind einander kongruent, ihre Mittelpunkte liegen auf dem Kreis 
tyra. 

45. Man beweise den Satz: Wenn die Radien der Krümmungs- 
kreise, die den einander folgenden Punkten eines beliebigen Kurven- 
bogens zugehören, entweder stetig wachsen oder stetig abnehmen, so 
schneiden sich die zu den Punkten dieses Bogens gehörigen Krüm- 
mungskreise nie in reellen Punkten!) Es gibt z. B. unter den un- 
endlich vielen Krümmungskreisen einer logarıthmischen Spirale keine 
zwei, die sich in reellen Punkten schneiden. 

Sind C,, ©, die unter der gemachten Voraussetzung zu zwei 
Kurvenpunkten P,, P, gehörigen Krümmungsmittelpunkte, so ist jeden- 
falls die Sehne C,C, kleiner als der Evolutenbogen (©, C,, somit 
0,0, <|e, — |, nach Nr. 6, S. 155, d. h. der Abstand der Mittelpunkte 
der Beiden Krümmungskenise ist Kleines als die Differenz ihrer Radien, 
der eine Kreis muß somit ganz innerhalb des anderen liegen. 


$ 19. 


Hüllkurve eines Systems ebener Kurven und Hlüllfläche 
eines Systems von Flächen. 


1. Eine Gleichung f(z,y,«)= 0, in der f eine eindeutige stetige Funk- 
tion sei, stellt entsprechend den unendlich vielen Werten, die man 
dem Parameter « erteilen kann, unendlich viele ebene Kurven dar, 
deren Gesamtheit man als System oder Schar von Kurven bezeichnet. 
Ändert sich & stetig, so erhält man eine stetige Folge von Kurven; 
zwei Kurven des Systems schneiden sich in mehreren Punkten, die 
gewisse Grenzlagen einnehmen, wenn die Kurven unendlich nahe be- 
nachbart sind. Der geometrische Ort aller dieser zwei benachbarten 
Systemkurven gemeinsamen Grenzpunkte ist die Hüllkurve oder In- 
veloppe. Sie berührt jede Systemkurve in ihren Grenzpunkten. 

Die Gleichung der Hüllkurve wird erhalten, indem man entweder 


aus f(2,y,&)=0 und- nn — (0 den Parameter « eliminiert, oder 


diese beiden leichungen neh x und y auflöst, so daß etwa = g(«) 


und y=%(«) die Parameterdarstellung der Hüllkurve bilden. Haben 


die Re des Systems singuläre Punkte, so bildet deren geometri- 


scher Ort einen Teil der Hüllkurve, Übrigens tritt keine eigent- 
liche Hüllkurve auf, wenn die Gleichung f(x,y, «)= 0 den Para- 


1) Vgl. A. Kneser, Math. Annalen, Bd. 31 (1888), S. 526; ferner Tait, Pro- 


. ceedings Edinburgh math. society, Bd. 14 (1895), 38. 26. 
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meter « algebraisch nur linear und nicht mindestens im zweiten Grad 
enthält. Denn würde «@ nur algebraisch linear auftreten, so wäre 
f(z,y,«)= 0 die Gleichung eines Kurvenbüschels, dessen einzelne 
Kurven nur die Grundpunkte des Büschels gemeinsam haben. Auch 
darf die Determinante 

ET 3 


f®, eo) Fiy,e) 


nicht identisch verschwinden. 


2. Sind zwei Parameter « und ß vorhanden, die an eine Bedingungs- 
gleichung $(«, ß) = 0 gebunden sind, so findet man die Hüllkurve des 
Kurvensystems /(x, y, «, ß) = durch Elimination der Parameter «, 8 
und eines als Hilfsgröße eingeführten Multiplikators A aus den vier 


Gleichungen 
fle,9,0, 90, 96) =0, Zu +22 =0, gr agg =. 
Auch könnte man vermöge p(«, RE = () einen der beiden Para- 
meter aus f(x,Y,«,ß)— 0 entfernen und dann das unter 1. erwähnte 
Verfahren einschlagen. 


of 


3. Ähnlich wie durch die Gleichung f(x,y,«) = 0 ein System 
von ebenen Kurven gegeben ist, wird durch f(xz,y,2,e)=0 ein 
System von Flächen dargestellt. Zwei benachbarte Flächen desselben 
schneiden sich in einer Kurve, der sogenannten Charakteristik der be- 
treffenden Fläche «&, und die Gesamtheit dieser Kurven erfüllt die 
Hüllfläche oder Enveloppe des gegebenen Systems. Sie berührt jede 
Systemfläche längs ihrer Charsklenstik 

Die Gleichung der Hüllfläche wird durch die Elimination von « 


“ 


aus f(x,y,2,«@) = O0 und „—® erhalten. Für zwei unendlich nahe 


benachbarte Ohatakteristiken bestehen die Gleichungen f(x,y,2,«) =, 


1-0 und > [ —=(); denkt man sich mit ihrer Hilfe x, y, 2 als 


Funktionen von « bestimmt, so ergibt sich die Parameterdarstellung 
einer Raumkurve, des Ortes aller zwei benachbarten Charakteristiken 
gemeinsamen Grenzpunkte. Diese Kurve wird als Rückkehrkante oder 
Gratlinie der Hüllfläche bezeichnet; sie berührt jede Charakteristik 
in den zugehörigen Grenzpunkten. Jetzt dürfen nicht sämtliche Deter- 
minanten der Matrix 


I oe 
a) fe) Fe) || 


verschwinden. 


nd a En 2 Se TE A AR a ei en N Er A gee ET 
STETTEN NN RS REN LE ONE USEIEUREE KIR RURERWER 
‘ > . er, r [4° 
/ 
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Beispiele. | 

1. Welche Kurve ist die Hülikurve des Systems von Kreisen, 
das entsteht, wenn um sämtliche Punkte der x-Achse als Mittelpunkte 
Kreise von demselben Radius r gezeichnet werden? 

Die Hüllkurve besteht aus den beiden im Abstand r zur x-Achse 
parallel gezogenen Geraden y=r und y= —r, wie übrigens geo- 
metrisch einleuchtet. | 

2. Welche Kurve ist die Hüllkurve des Systems von Kreisen 


(—- ea)’ +? —4a= 0? 


Man findet die Parabel „”— 4 +1)=0 

3. Ein rechter Winkel bewegt sich derart, daß der eine Schenkel 
‚durch einen festen Punkt £=a der Abszissenachse geht, während 
der Scheitel auf der y-Achse fortrückt. Welche Kurve wird von dem 
freien Schenkel umhüllt? 

Trifft der freie Schenkel die y-Achse in y= «, so lautet seine 
IUUEB ac—ay+ea®=0. Als Hüllkurve findet man die Parabel 
yY—4ar=0, die den festen Punkt =a zum Brennpunkt, die 
y-Achse zur Scheiteltangente hat. | 

4. Die Hüllkurve einer Geraden von der Länge a zu bestimmen, 
die mit ihren Endpunkten auf zwei zueinander rechtwinkligen Geraden 
(Koordinatenachsen) fortrückt. 

Die Gleichung der beweglichen Geraden ist esin« —ycos« 
+asin«ecos@&«=0, wo « den "Winkel bedeutet, den die Gerade mit 
der positiven Riehtang der x-Achse bildet. Für die Hüllkurve ergibt 
sich die Parameterdarstellung 


t=—acoa,y=—-asın?’a 


oder die Gleichung 


+ IR 

einer Astroide (Sternkurve, Fi- 
gur 75). Man kann ein Bild 
dieser Kurve dadurch herstellen, 
daß man zwischen die Koordi- 
natenachsen Sand streut und nun 
die Strecke (einen Stab) von der 
Länge a in der angegebenen 
Weise verschiebt; bei dieser Be- 
wegung wird der Sand beiseite 
geschoben und nun von der Astroide begrenzt. | 

5. Die Hüllkurve der Geradenschar zp()+yv)— 1-0 zu 


bestimmen. 


Fig. 75. 


a nie a ih at nk 
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Man findet Ä 
wo ee 
Wü ? FOwO-yON 
6. Von allen Punkten der Kurve 2= pt), y= »(t) werden auf 
beide Koordinatenachsen Lote gefällt. Man bestimme die Hüllkurve 


der Verbindungslinien ihrer Fußpunkte, N auch für den 
Fall, daß die vorgelegte Kurve die Gerade — + - —1i=0 oder 
=acos’t, y=b sin?t ist. 


Br 
BER NL 


Eine solche Verbindungslinie hat die Gleichung ER 
für die Hüllkurve folgt die Parameterdarstellung: 


p*(t) WE) —vh-PM 


0 90 IT vorn ro 
Ist die ursprünglich gegebene Kurve die erwähnte Gerade, so wird 
Sr En 
die Hüllkurve z=acos!t, y=bsin?? oder ke + V “= =], eine 


Parabel, die die Koordinatenachsen in x=a bzw. y= b berührt. 
7. Man wende das Ergebnis der vorstehenden Aufgabe auf den 


‘ Fall an, wo die gegebene Kurve die Ellipse @=acost, y=bsint ist. 


Man erhält die Kurve z=acos?t, y= bsin?t oder 


+ 


die nach Aufg. 33, S. 165, die Evolute einer Ellipse mit den Halb- 
b? *b 
achsen « = og ß = gr darstellt. 
8. Gesucht wird die Hüllkurve des Systems von Ellipsen, deren 
Achsen zusammenfallen und deren Flächeninhalt konstant, gleich *°, ist. 


Eine Ellipse des Systems hat die Gleichung n - . —1=0; da 


der Flächeninhalt dieser Kurve gleich @«ßx ist, tritt die Bedingung 
eb — k”= 0 hinzu. 

Die Hüllkurve wird durch, die beiden gleichseitigen Hyperbeln 
2nacy = I k? gebildet. 

9, Gesucht wird die Hüllkurve des Systems von Ellipsen, deren 
Achsen zusammenfallen, während die Summe der Quadrate der Halb- 
achsen konstant, gleich /?, ist. 

Man findet die vier Geraden +2 +y=k, die ein Quadrat ein- 
schließen. 

10. Eine Gerade bewegt sich so, daß das aus ihren Kbkekikan 
«,ß auf den Roordinatenachser eines schiefwinkligen Systems (Achsen- 
winkel ») gebildete Paralleloegramm den konstanten Flächeninhalt %? 


hat. Welche Kurve wird von der Geraden umhüllt? 
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Die Gerade hat in irgend einer Lage die Gleichung | 
“ 
Fe Er ß er Ö, 
wobei aßsino — k?=0 ist. Man findet als Hüllkurve die Hyperbel 
k? 

IT 4sino 

11. Gegeben sind zwei feste Geraden (Koordinatenachsen), die 
sich unter einem Winkel & schneiden; bewegt sich eine Gerade so, 
daß die Summe der von ihr auf den Koordinatenachsen abgeschurtfenen 


Stücke konstant gleich m ist, so umhüllt sie eine Parabel. 
Ist A der Abschnitt auf Ss x-Achse, so hat eine Gerade des 


Systems die Gleichung zn + — —1-0. Als Hüllkurve erhält 


man die Parabel Ye + Yy—- Vm=0 oder 
2? + y? — 2ay — 2mz — 2my+m’=Q0, 
die die Koordinatenachsen in = m bzw. y= m berührt. 

Zur Konstruktion der Geradenschar trägt man auf beiden Achsen 
von ihrem Schnittpunkt O aus beliebig viele gleich große Stücke ab, 
deren Endpunkte durch Zahlen 1,2,3,.... bezeichnet werden, und ver- 
bindet nun solche Punkte der beiden Achsen miteinander, bei denen 
die Summe der beigefügten Zahlen gleich m ist. Alle diese Ver- 
bindungslinien sind Tangenten der Parabel. 

Übrigens umhüllen die Verbindungslinien auch dann noch eine 
Parabel, wenn die Länge der auf der einen Achse abgetragenen gleich 

Y großen Strecken von der Länge 
der auf der anderen Achse abge- 
tragenen Strecken verschieden ist 
(Fig. 76). Natürlich ist dann die 
Summe der Achsenabschnitte nicht 
mehr konstant. Man kann die 

# Aufgabe auch so deuten, daß man 
zwei Punkte die Achsen mit zwei 
konstanten, gleichen oder verschie- 
denen, Geschwindigkeiten durch- 
laufen läßt, wobei der eine Punkt nach O hin, der andere von 0) 
weg rückt. Die Verbindungslinien dieser Punkte umhüllen alsdann 
eine Parabel, die beide Achsen berührt. 

12. Man bilde die Parameterdarstellung für die Evolute der Kurve 
xz2=y(t), y=v(t) als der Hüllkurve sämtlicher Normalen dieser 
Kurve. 


Die Gleichung der Normale ist (vgl. Nr. 1, 8. no 


Eg/(t) + nv) - PP d - vr - 
man erhält die in Nr. 2, S. 153, gegebenen en (1). 


Fig. 76. 
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13. Ist eine Kurve % Hüllkurye der Geraden g= x cost + ysint 
— f(t)=0, so ist die Evolute von k Hüllkurve der Geraden ’ =— x sin t 
+ycst— fh) =V0. 

Dies folgt daraus, daß 9 =0 die im Schnittpunkt P der Ge- 
raden g und g’ gezogene Normale der Kurve % darstellt. De; 
geht übrigens weiter hervor, daß 9 = — xcost— ysnt- ff = 
Normale der Evolute in dar zu P gehörigen an 
ist. Der Abstand dieser Geraden 9”—=0 von ihrer Parallelen g = 0 
ist der Krümmungsradius von P, nämlich in Übereinstimmung mit 
Aufg. 12, S. 158, gleich ft) + FÜ). 

14. Aus dem Ergebnis vorstehender Aufgabe folgt, daß die Hüll- 
kurve der Geraden 9g= x cost + ysint— f(t)=0 die Evolvente der 
Hüllkurve der Geraden = —- #zsint+ycost— f(l) = ist. 

Hiernach bilde man die erlkestllung für die Evolvente 
eines Kreises, der eine Strecke a zum ktadius und den Koordinaten- 
anfang zum Mittelpunkt hat. 

Der Kreis ist die Hüllkurve der Geraden Y=xeost+ysint—a=(, 
seine Evolvente die der Geraden g=xsint — yeost— alt=). Man 
findet für sie die Darstellung 


x=0acost+tatsiınt, y=asınt—atcost. 


15. Auch ın der Theorie der Fußpunktkurven spielen die Hüll- 
kurven eine wichtige Rolle. Ist nämlich 
eine Kurve F(a,,y,)=0 sowie der zu- 
gehörige Pol ® mit den Koordinaten a, b 
gegeben, so kann man nach der Kurve 
f(&,y) =0 fragen, die F(r,,y,)=0 zur 
Fußpunktkurve hat; man bezeichnet sie 
als negative Fußpunktkurve der gegebenen 
Kurve. Zur umgekehrten Fragestellung 
vgl. $ 10, S. 61ff. 

Die negative Fußpunktkurve wird vom 
einen Schenkel P,P desjenigen rechten 
Winkels eingehüllt, dessen Scheitel P, 
die gegebene Kurve durchläuft, während 
der andere Schenkel stets durch @ geht 
(Fig. 77). Bildet PRP mit der x-Achse 
einen Winkel «, für den tg « = y’ ist, so bestehen die drei Gleichungen 


F(x,y,)-0 


17 


Fig. 77. 


Yy,--y-(&—-2)y=0, femerr ,—-—a+(y,-by=0 und 
Fa, Yı) ni | 
Elimination von x,, y, gibt die Gleichung einer Geradenschar in 


der Form y= xy’+ y(y'). Die Hüllkurve dieser Geraden (mit y’ als 
Parameter) ist die gesuchte negative Fußpunktkurve. 
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16. Man gebe die Parameterdarstellung der negativen Fußpunkt- 
kurye an, wenn die Kurve #(z,,9,)=0 durch &, = ®(t), y, = Ft) 
Segeben ist und der Pol & die Koordinaten z=a, y= b hat. 

Hier hat man die beiden Gleichungen 


vn) —y- (SH —-K)yY-09 und PH-a+ Eh —b)y=(; | 
aus ihnen ergibt sich durch Elimination von y: 
ıd=xldHh-a) +ylPhH—b)+aPpk) HE) — oe) — 92 (f) — 0, 


und nun sind noch y(f) = 0 und y/(t) =0 nach x und y aufzulösen. 
Im Fall a=b=0 findet man Ä 


= od) - #l)-M, y=-Pl)+ ol): M, 
wobei 
AUEE Z0 2088: 20) 

2). — Fi). DM) ' 
ist, und zwar bedeutet M die Größe cot («—y), unter y den Winkel 
kat den der Radiusvektor OP, mit der positiven Richtung der 
&- Achse bildet, während «@ den Winkel bezeichnet, den die im Sinne 
der wachsenden ? im Punkt P, an die berebeus Kurve gezogene 
Tangente mit dieser Richtung der x-Achse einschließt. 

Bei beliebigen Werten von @ und b wird 

z= dt) —- (PH —-b)N y=-TPÜ)+(DPH-—a)N, 

wo N aus M hervorgeht, wenn man &(t) und Zt) in M durch 
D(t)— a bzw. PitY—b ersetzt, während &’(t) und #°(t) nicht 
geändert werden. Auch jetzt ist N = cot («a —y), doch bedeutet nun 
y den von der Geraden QP, mit der positiven Richtung der x-Achse 
gebildeten Winkel. 

17. Die Frage nach der zu einer gegebenen Kurve gehörigen 
negativen Fußpunktkurve erledigt sich besonders einfach, wenn die 
Gleichung der gegebenen Kurve in Polarkoordinaten r = f(t) vorliegt 
und sich der Pol Q@ im Koordinatenanfung befindet. Man hat als- 
dann nur die Hüllkurve der Geraden zeost+ysint— ft)=0 zu 
bestimmen; für sie ergibt sich die Parameterdarstellung 


z=flt)eost— f($sint, y= fl) sint + ft) cost. 
Vgl. auch Aufg. 12, 8. 158, und Aufg. 13, 8. 175. 

18. Welche Kurve hat bei gegebenem Pol @ eine gegebene Ge- 
rade zur Fußpunktkurve? Die a sei die y-Achse, @ habe die 
Koordinaten = a, y=(. ERRR- 

In der es von Aufg. 16, 8. 176, ist hier 

= Bill -=hd=t, (= -a ty =. 
Man En die SE y—4ax=0, die Q zum Brennpunkt, die ge- 
gebene Gerade zur Scheiteltangente hat, Vgl. übrigens Aufg. 3, 3.172. 


\ 


M= 


„ 


Kenstruktion der Tangenten einer Fußpunktkurve. hir 


19. Welche Kurve hat bei gegebenem Pol Q (c«=a,y=0) den 
Kreis 2,°+9y,°— r?=0 zur Fußpunktkurve? 
Hier ist 2, = P()=reost, „= Pfll)=rsint, 


xO=x(reost—a) +y-rsint+arcost— r=0. 


Man erhält den Kegelschnitt Y = a =], der für r>a eine 


. Ellipse, für r <a eine Hyperbel darstellt. 


die Ecken eines Rechtecks. Die durch P, 


' Verbindungslinie von Q mit P. Dieser Satz 


oder, wenn £ eliminiert wird, y = 


20. Welche Kurve hat die Parabel y,’— px, = 0 zur Fußpunktkurve, 
wenn der Pol @ der Scheitel der Parabel ist? 

Hier ist x, = ne y-t ı® = + yt nn: —Ü?=0, Man er- 
hält die Neilsche Parabel \ 


..81°-9° 24° 
EUER ee 


2@— pt 
3y 3» 
21. Ein beliebiger Punkt P, der Fußpunktkurve, der ihm ent- 
sprechende Punkt P der Grundkurve %, der Pol Q und die Projek- 
tion R von @ auf die Normale des Punktes P der Grundkurve bilden 


P 


gehende Diagonale ist die Normale des Punktes 
P, der Fußpunktkurve (Fig. 78); diese Nor- 
male geht daher stets durch die Mitte der 


soll bewiesen werden. 
Ist y der Winkel, den das auf die Tan- 

gente des Punktes P der Grundkurve & von ' Hig. 78. 
Q aus gefällte Lot mit der positiven Richtung 

der x-Achse bildet, und wählt man @ als Koordinatenanfang, so ist _ 
die Gleichung der Fußpunktkurre in Polarkoordinaten von der Form 
r=f(y), we r die Länge des Lotes @P, bedeutet. Die in P ge- 
zogene Tangente von %k hat die Gleichung 


g=Rcsy+ysny— fd); 
die Normale dieses Punktes die Gleichung 


— zsny+ycsy—f(y)—0 
(vgl. Aufg. 13, S. 175), und der Abstand QR dieser Normale von © 
ist gleich f’(y). Da aber r"=f’(y) auch die Länge der Polarsub- 
normale des Punktes P, der Fußpunktkurve darstellt (vgl. Nr. 4, S..66), 
ist Qi die zu P, gehörige Polarsubnormale, oder, anders ausgedrückt: 
die Normale des Punktes P, der Fußpunktkurve geht durch AR. 
22. Auch die Bestimmung der zu einer Kurve k gehörigen 


 Parallelkurven läßt sich mit Hilfe der Theorie der Hüllkurven er- 


 Dingeldey, Differential- und Integralrechnung. I. 2. Aufl. 12 
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ledigen, indem man eine solche Parallelkurve auffaßt als Hüllkurve 
der zu den Tangenten der Kurve k in einem konstanten Abstand / 


gezogenen Parallelen. Dies soll gezeigt werden, falls % durch eine 
Parameterdarstellung 2 = gp(l), y=»y(t) gegeben ist. Vgl. auch 
Aufg. 29, 8. 53. ; | 
Jene Parallelenschar hat die Gleichung 
zu — yp — (yV rg) HIV? +V?=0, 
wo das Plus- und Minuszeichen zu setzen ist, da man zu einer Geraden 
zwei Parallelen im Abstand / ziehen kann, je eine auf jeder Seite 
der Geraden. Man gelangt zu denselben Formeln wie bei Aufg. 29, 8.53. 
23. Für die Parallelkurven läßt sich auch die Gleichung in 


Linienkoordinaten leicht ableiten. Bevor dies gezeigt wird, möge an 
die Definition der Linienkoordinaten erinnert werden. 


Eine beliebige Gerade, die nicht durch den Koordinatenanfang | 


geht, kann durch die Abschnitte, die sie auf den Koordinatenachsen 
abschneidet, festgelegt werden. Ist ihre Gleichung Ar + By+ C=0, 
so sind diese Abschnitte 


LE EC 
Bord 
die mit entgegengesetzten Vorzeichen versehenen reziproken Werte 
A EB 
Um in en 


dieser Abschnitte können gleichfalls zur Bestimmung der Geraden 


dienen. Diese Werte u, v hat Plücker als Koordinaten einer Ge- 
raden oder‘ als Lintienkoordinaten eingeführt, und zwar wurden diese 
Ausdrücke u, v und nicht die Achsenabschnitte als Koordinaten der 
Geraden gewählt, weil «x, vo und die Parallelkoordinaten x, y durch 
die einfache Gleichung | | 


ur Hvy+1l=o0 


verbunden sind. Sie drückt also aus, daß der Punkt x, y auf der.Geraden 


u, v liegt oder die Gerade «, v durch den Punkt x, y geht. Außer- 


dem findet nun eine gewisse Reziprozität in folgender Weise ihren Aus- 
druck: Haben u, v bestimmte Zahlenwerte « = u,, % = v,, 80 stellt die 
Gleichung #2 + vyy + 1= 0 in den laufenden Punktkoordinaten x, y 
die Gerade mit den Koordinaten ıt = u,, ©= v, dar; haben x, y bestimmte 
Zahlenwerte = x, Y=%Y,, So stellt die Gleichung u + yo +l=0 in 


den laufenden Linienkoordinaten «, v den Punkt mit den Koordinaten 


%=%, Y=y, dar. Wie also Wertepaare x, y, die einer Gleichung 
f(x, y)=0 genügen, als Koordinaten von Punkten gedeutet, in ihrer Ge- 


samtheit die Kurve f(x, y) = 0 als eine Aufeinanderfolge von Punkten 


darstellen, so liefern Wertepaare u, v, die einer Gleichung F(w, v) = 0 


genügen, als Koordinaten von Geraden gedeutet, in ihrer Gesamtheit R 


a er 
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eine Aufeinanderfolge von Geraden, und die Kurve F(u,v)—=0 er- 
scheint nunmehr als die Hüllkurve ihrer Tangenten. 
' Gehen wir zurück zur vorliegenden Aufgabe Eine Tangente 


einer Parallelkurve der Kurve x — p(t), y= v(f) ist durch 


a ee 
gegeben (vgl. Aufg. 22, 8. 178); daher hat diese Gerade Linien- 
koordinaten «, v, für die die Gleichungen bestehen: 


ou— v, BUT p, wobei = — (p Ur do‘) + IYp” TE v2. 
Durch Elimination von 6 und i erhält man die Gleichung der Parallel- 


kurve F(x,v)= 0 in Linienkoordinaten %, v. 
24. Man wende dieses Verfahren bei der Ellipse x = a cost, 


 y-bsint an. 


- Hier ergibt sich 


cu=beost, v-—asint, 6 = —- ab-+1Ya?sin?t + b?cosit, 
und F(u,v) = 0 wird: 
ur(a? — 1?) + v7 — 1) +1)?— 4 (au? + 652v?) = 0, 
was sich auch in der Form 
fu?(a? — 1?) + v7? — 1%) — 1)? — 4l?(u? + 0?) = 0 
schreiben läßt. | 
25. Die Hüllkurve aller Kreise zu bestimmen, die einen ge- 
gebenen Kreis rechtwinklig schneiden, während ihre Mittelpunkte eine 
gegebene Kurve erfüllen. Hierbei sei 2? + y?—= k? die Gleichung des 
festen Kreises und <= of), y= vY(t) die Parameterdarstellung der 
festen Kurve. 
Ein Kreis des Systems hat die Gleichung 
fay,y)=erRr+y-22pgl)-2yY)+R=0; 
ef 


_ aus ihr und aus -— — ( ist entweder t zu eliminieren, oder man löst 


ot 
beide Gleichungen nach x und y auf. Das zweite Verfahren ergibt: 


R- 2 = 6Y(t), y=— op'(t), wo zur Abkürzung 


_ 90 ug + Van Sy Rlg tw 
| y°+%° 
gesetzt ist. Die so erzeugten Kurven bezeichnet man nach Th. Moutard 


6 


‚als anallagmatische Kurven.*) 


1) Vom griechischen &ilarrsıv, ändern, abgeleitet, dem ein « privativum 
vorgesetzt ist. Damit soll angedeutet werden, daß diese Kurven bei Trans- 
formation durch reziproke Radien mit dem gegebenen festen Kreis als Inversions- 
kreis in sich selbst übergehen. Näheres über diese Kurven findet man z. B. bei 


6. Loria, „Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven“, deutsche 
- Ausgabe von F. Schütte, Leipzig 1902, 8. 358—363. 
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‘ 26. Wird ein im leeren Raum befindlicher materieller Punkt P 
zur Zeit 2=(0 aus dem Koordinatenanfang O0 mit einer Anfangs- 
geschwindigkeit vo, weggeschleudert, so beschreibt P eine ebene Kukye; 


Bildet die Richtung von v, mit der positiven Richtung einer in der Ebene 


der Kurve gelegenen horizontalen x- Achse den Winkel x, so hat P zur 
Zeit t die Koordinaten z=v,t cosa,y=wytsin« — 1g88, wo g die Be- 
schleunigung der Schwere Heferehnen Der Punkt P beschreibt eine 
Parabel mit der Gleichung 


f(2,y,e) = 98% — vyx sin 2a + 20, yo, = 0. 
Man bestimme die Hüllkurve der zu verschiedenen Blevationswinkeln « 
gehörigen Parabeln. | | 
Aus f(x,y,c)=0 und ; si —=( folgt durch Elimination von « 
die Gleichung g?x?+ 290, y£ = nt —=(, die eine zur %-Achse sym- 
metrisch zelegene Parabel darstellt. Nach Einführung der höchsten 
Höhe h= - 29’ ‚ die bei der Anfangsgeschwindigkeit vo, erreicht werden 


kann und von dem vertikal in die Höhe geworfenen Punkt wirklich 
erreicht wird, nimmt die Gleichung der umhüllenden Parabel, die in der 
Ballistik en Namen Grenzparabel führt, die Gestalt «= Ah(h-— y) an 
(Fig. 79). 

Alle betrachteten Wurfparabeln haben die Leitlinie gemeinsam. 
und ihre Brennpunkte liegen auf einem Kreis, der den Punkt O zum 


Mittelpunkt hat und die Leitlinie berührt. Diese ist zugleich Scheitel- 


Y 


Fig. 79. . 


tangente der Grenzparabel, deren Brennpunkt sich in O befindet. Der 
Beweis dieser Sätze ist nicht schwer. | 
Die Gesamtheit der Parabeln, die zu gleich großen, sich aber nach 
beliebigen Richtungen des Raumes erstreckenden Geschwindigkeiten v, 
gehören, hat zur Enveloppe die Fläche, die durch Rotation der Kurve 
—4h(h—y) um die y-Achse entsteht, also ein Rotationsparaboloid. 
Stellen, die außerhalb des Paraboloids liegen, können von dem weg- 
geschleuderten materiellen Punkt überhaupt nicht getroffen werden, 
Stellen innerhalb des Paraboloids auf zwei verschiedene Arten (direkter 
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und indirekter Schuß), denn die Gleichung der Bahnkurve f(x, y, «) = 
liefert bei gegebenem Wertepaar x, y. zwei Werte «. Stellen, die auf 
dem Rotationsparaboloid liegen, können nur auf eine Art getroffen 
werden. 

27. Man bestimme die Hüllkurve der Leitlinien und die der Scheitel- 
tangenten aller Parabeln, die den Brennpunkt gemeinsam haben und 

durch einen und denselben Punkt Q der Ebene gehen, 
Der gemeinsame Brennpunkt werde als Koordinatenanfang ge- 
wählt und @ seı die Stelle z=a der x-Achse Die zur Leitlinie 
 e2+Pßy-+1=0 gehörige Parabel hat alsdann die ns 
2 
22 hy ar Pu 
wobei nun noch der Forderung Rechnung zu tragen ist, daB diese 
Kurve durch den Punkt z=a, y=0 gehen soll. Man findet als Be- 
- dingung hierfür die Gleichung a?ß?— 2a« —1=0, die von « und ß 
erfüllt werden muß. Irgend eine Leitlinie des Systems von Parabeln 
hat alsdann die Gleichung 
f(iz, y, = (ß?— 1) +2aßy+2a=0 
Mit Hilfe von a —=( erhält man als Hüllkurve aller Leitlinien den 
Kreis 2 +y?— 2ax=0, der Q zum Mittelpunkt 
und die Strecke von der Länge OQ=a zum 
Radius hat (Fig 80), 

Da der Abstand der Scheiteltangente vom 
Brennpunkt der Parabel halb so groß ist wie 
der Abstand der Leitlinie &ce +ßy+1=0, so 
hat die Scheiteltangente die Gleichung 


2ax +2ßy+1=0, 


wobei wieder a :°— 2a«e— 1=0 ist. , Für ihre Hüllkurve findet 
man 2 +y?—axz=0, d.h. den Kreis über OQ als Durchmesser. 


Eine wichtige Anwendung findet die Theorie der Hüllkurven in 
der Optik bei den Brennlinien oder Kaustiken. Wenn von einem 
leuchtenden Punkt ausgehende Lichtstrablen eine Kurve trefien und 
von ihr so zurückgeworfen -(reflektiert) werden, daß der einfallende 
und der zurückgeworfene Strahl mit der Kurvennormale (dem Ein- 
fallslot) gleiche Winkel bilden, wobei diese Strahlen mit dem Ein- 
fallslot in einer und derselben Ebene liegen, so umhüllen die reflek- 
tierten Strahlen eine Kurve, die als Brennlinie durch Reflexion oder 
als Katakaustik bezeichnet wird. Werden die einfallendeu Strahlen an 
der Kurve entsprechend dem Snelliusschen Brechungsgesetz ge- 
 brochen, so umhüllen die gebrochenen Strahlen eine Brennlinie durch 
 Refraktion oder eine Diakaustik. | 


f mE Er ba Pr U AN SE Fr en BEN AD Ey nl a San AT aaa wit \d 
DEE EN ER NED NE PEN HE ar EEE BE 
’ ae RZ 2 3 > Fr = - 2 ern . B ©, a PYE TR er 
Ya 7 # r er x Fl ’ ’ 4 5 R Ir ‘2 
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28. Eine Parabel wird rechtwinklig zu ihrer Achse von Licht- 
strahlen getroffen, die nach dem Reflexionsgesetz zurückgeworfen 
werden. Man bilde die Gleichung der entstehenden katakaustischen 
Kurve. | | 

Es ist leicht einzusehen, daß ein in einem beliebigen Punkt P 
durch die Parabel reflektierter Strahl PQ zum Brennstrahl FP von P 
rechtwinklig ist (Fig. 81). Ist # der Parameter des Punktes P der 


durch 7 = 2, y=t gegebenen Parabel, so hat der Brennstrahl FP 
die Gleichung 
4ptz + (pP? —-4M)y— p’t= 0 
und der reflektierte Strahl PQ die Gleichung 
(4 — p)px + Ip’ty — 4 — 3920. 
Für die Katakaustik findet man die Parameterdarstellung 


81: t(3p° — 4t? 
a2 _t8p ) 


p ? Y 2p? ’ 
also eine rationale Kurve dritter Ordnung; durch Elimination von t 
erhält man für sie die Gleichung 108py?— x(4x — 9p)’”. Die Kurve 


Fig. 81. | Fig. 82. 


ist zur x-Achse symmetrisch und hat an der Stelle 2=2p, y=0 
einen Doppelpunkt. Vgl. Fig. 81, wo p—= 16 angenommen wurde. 

29. Für den Kreis 2 +y?—r?=(0 die Brennlinie durch Reflexion 
zu bestimmen, wenn der leuchtende Punkt auf der x-Achse im Un- 
endlichen liegt. | 

Ein Strahl, der den Kreis in P trifft und mit dem Einfallslot 
den Winkel # bildet, geht durch die Reflexion in einen Strahl über, 
der mit der x-Achse den Winkel 2t bildet (Fig. 82) und daher die 
Gleichung hat 


y—rsint=(x— rcost) tg2t oder ztg2!—y+rsint — rtg2t- cost 07 
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Hierzu tritt a Pak cost+rtg2i-sint — A = 0 oder auch 
x=4r(3 St — od für y folgt y = tr (3 sin? — sindt). 

Die Gleichungen zeigen unmittelbar, daß die Kurve .als Kpi. 
zykloide erzeugt werden kann. Allgemein. hat man nämlich für eine 
Epizykloide, die dadurch entsteht, daß ein Kreis vom Radius 5 auf 
einem festen Kreis vom Radius a ohne Gleiten rollt, die Parameter- 
darstellung: 

RD t 
b ’ 
Hierbei liegt der die Kurve beschreibende Punkt P zu Me der 
Bewegung (=0) an der Stelle x==a der x-Achse auf dem festen 
Kreis, links vom Mittelpunkt des beweglichen Kreises (vgl. auch 
Aufg. 39, 8. 166, wo P zu Anfang der Bewegung rechts vom Mittel- 
punkt des rollenden Kreises lag). Man findt a=4r, b=4r, der 
Radıus 5b muß daher halb so groß sein wie der Radius a. An den 
Stellen *=0 und t=x, d.h. in den Punkten z=4r, y=O und 
x=—4Ir, y=0( hat die Kurve Spitzen. Nach Elimination von t 
lautet ihre Gleichung: 

dat) —r)? — 27? —0. 

30. Man zeige, daß der ursprünglich vom Punkt z=a, y=b 
ausgehende, aber durch einen Punkt P der Kurve <= go(f), y=vft) 
reflektierte Lichtstrahl die Gleichung 7, N+N,T=0 hat, wenn 
N=0 und T=0 die Normale und Tangente von P darstellen, 
während N, und 7, die Ergebnisse der Substitution vnz=a,y=b 
in N und 7 bedeuten.!) 

Der einfallende Lichtstrahl hat eine Gleichung von der Form 
N—ıT=0, denn er geht durch den Schnittpunkt Pöxon NOV 
und T=0. Hierbei ist A so zu bestimmen, daß die Gleichung 
N-AT=0 durch =a, y=b erfüllt wird, d. ı. man hat N —AT, 
— 0, oder der einfallende Strahl ist gegeben durch N— NT=0. 
Nun ist der reflektierte Strahl der vierte harmonische zum einfallenden 
mit Bezug auf das Geradenpaar N=0, T—=0 und hat daher die 
Gleichung , N+N,T=0. 

31. Man wende dieses Verfahren zur Bestimmung der Katakaustik 
des Kreises © +y?— r?”=(0 an, wenn der leuchtende Punkt nicht. 
wie bei Aufg. 29 im Unendlichen nat sondern die Koordinaten x = a, 
y=b hat. 

Hier wird N=xsint— ycost, T=xcost+ysint —r, 


TN+NT=-—(bx+ay) cos2t-+ (ax — by) sin2t 
+r(y+b)eost— r(e +a)sint=(0, 


a 


© = (a + b) cost — beos“ y= (a + b)sınd — bsin 


1) Vgl. G. Salmon „Analytische Geometrie der höheren ebenen Kurven‘, 
deutsch bearbeitet von W. Fiedler, 2. Aufl. Leipzig 1882, S. 124. 
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also ein ‘Ausdruck von der Gestalt 
& c082t+ Bsin2t!+ycost+dösint=(. 
Mit Hilfe der schon S. 13 (vgl. die Fußnote daselbst) erwähnten 


Substitution cost+isint=p, cost—isint=1:p, wobii—=y-—1 
ist, wird , N+ N, T=0 gleichbedeutend mit 
ym=la-Bar+r-HPt+YptIhp te ti 
und nun ist p aus dieser Gleichung und aus p(p)=0 zu elimi- 
nieren. Das Ergebnis ist bekanntlich zugleich die Bedingung, die 
zwischen den Koeffizienten von @(p) bestehen muß, wenn die 
Gleichung p(p) =0 zwei gleiche Wurzeln haben soll: die Diskri- 
minante von g(p) muß verschwinden (vgl. auch Aufg. 33, 8.21). 
Wie man in den. Lehrbüchern der Algebra und der Invarianten- 
theorie findet, hat die Diskriminante, für die Gleichung vierten Grades 
a,p* + 4a,p? + 6a,n? + da,p + a, = 0 gebildet, die Gestalt S?— 27 7?, 


04.04.06 


2 ‘ 


” 4, 5; 


i ‘ 


Im vorliegenden Fall ist a, = (0, und man findet 
48 = 4a + We + rat a)? + y+D)#], 
8T=r(ba—ay)® + — a? —dR); 
die gleich Null gesetzte Diskriminante von p(p) liefert daher folgende 
Gleichung der Brennlinie durch Reflexion: 


ka+ m) +) rat? +W +57 
— 1rtbz—- ay’a+yP —- VW. 

32. Man bestimme die Brennlinie 
durch Refraktion (Gleichung der Dia- 
kaustik) für Lichtstrablen, die von 
einem Punkt L ausgehen und durch 
eine Gerade g entsprechend dem Snel- 
liusschen Brechungsgesetz sin e=n sin ß 
gebrochen werden. 

Die Gerade g sei die y-Achse, L 
liege auf der positiven z-Achse im Ab- 
stand « vom Koordinatenanfang 0; 
dabei möge diey-Achse horizontal liegen 
und die positive «- Achse sich vertikal 
x nach unten erstrecken (Fig. 83). Ein 

a von L ausgehender Lichtstrahl treffe die 
y-Achse in P und werde in der Richtung nach @ gebrochen, so daß 
die Verlängerung von QP die x-Achse in S trifft. Alsdann ist 


Diakaustik einer Geraden. 185 


OP=atge, OS=atge- ce, und die Gleichung des ge- 


brochenen Strahles wird daher f(x,y,B, J=zx2teß+y-atge=(, 
wobei p(ß,e)=sine—nsinß=Ö0 is. Nun wird (vgl. die 8. 171 
in Nr. 2 angeführte Regel) SER | 
of op of Re 

POL RUE Fol ar se —=0, tn — n1c08ß—0, 
daher R: 


Sa 3 an cos’ ß 
t=ıAncoos®ß= ER ER 
atgs (sin? ß — sin a an(1— n?)sin® ß. 

coB? & cos? & 


y=atgse— xtgß=- 
Hieraus folgt 


x. cos’ P yyi— SR ER ob "sin? 


an cosdse’ un cos 


oder nach Elimination von ß und e: 


2 2 
(vi? _ 
= “ @ Re 
Je nachdem » < 1 oder >1 ist, stellt diese Gleichung die Evo- 


Jute einer Ellipse oder Hyperbel dar. Da die Evolute der Ellipse 
2 
ad 2: —1 die Gleichung hat 


2 2 
EL RENENGES by. \° 
le 
(vgl. Aufg. 33, $. 165), erhält man im Fall » <1 für die Halbachsen 


dieser Ellipse die Längen a, = = V1- — n?; ihre lineare Ex- 


a 


zentrizität wird Va?— b?’=a, die in. L liegt daher im einen 
Brennpunkt der Ellipse. Alle durch die Gerade g gebrochenen Strahlen 
sind Normalen der Ellipse. 
Der Punkt L erhält infolge der Strahlenbrechung eine scheinbare 
Verschiebung, nämlich: 
alcos® 2 — n cos?) 
cos? € 2 


in vertikaler Richtung um die Strecke a — x = 
an(l — 2 ein“ P 
cos? & 

33. Wenn sich der leuchtende Punkt Z der vorhergehenden Auf- 
gabe im Wasser befindet und aus der darüber befindlichen Luft in 
Richtung einer zum Wasserspiegel senkrechten durch Z gehenden Ge- 
raden betrachtet wird, so erscheint er um ein Viertel der Tiefe a, in 
der er unter dem "Wasserspiegel liest, gehoben. Man zeige dies unter 


in horizontaler Richtung um - 


Benutzung der Tatsache, daß der ehunseindes n bei dem Über- 


gang aus Wasser in Luft gleich $ ist. 
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Jetzt ist = 0, sne=nsinß=(0, cose=cosß=1, daher die 
vertikale Verschiebung «a — x gleich a(1l — n)= ta. 

34. Wie ist die Gleichung der Kanalfläche zu bilden, die als ein- 
gehüllte Fläche eines Systems von Kugeln entsteht, deren Radius kon- 
stant gleich r ist und deren Mittelpunkte die Raumkurve z = oft), 
y=y(l), 2=v(t), die sogenannte Leitlinie, durchlaufen? Insbeson- 
dere bilde man die Gleichung der Kanalfläche, wenn die Leitlinie der 
Kress =acost, y=asıint, z=0 ist. 

Irgend eine Kugel des Systems hat die Gleichung 

EM FWSEN FE ed 
die Elimination von # aus ihr und aus 

@- pP +W-Wie ra —r)y—0 
liefert die Gleichung der Kanalfläche. 

In dem besonderen Fall, daß die Leitlinie der vorerwähnte Kreis 
ist, hat man die Gleichungen: 

(«—- acs? +y-asut? +2 — r—0 und zsini—ycost=(. 

Die Elimination von t ergibt 


(2? L y? eu 2? as a? 3 a Ya 4a?6a? -E en. 


$ 20. 
Beispiele zur Kurvendiskussion. 

Man soll den Verlauf der folgenden Kurven untersuchen: 

1. y=(2— 1)(e —2)(& — 3). 

Die Kurve kehrt im Intervall — © <x<2 der positiven y- Achse 
die konvexe, im Intervall 2<x<{+ 00 die konkave Seite zu; der Punkt 
z=2,y=0 ist ein Wendepunkt. Ein Maximum befindet sich an 
der Stelexe=-2—4Y3 = 1,423, y = 0,385, ein Minimum an der 
Stelle e=2+4Y3 = 2,577, y—= — 0,385. Der unendlich ferne 
Punkt der y-Achse ist ein Rückkehrpunkt, die unendlich ferne Ge- 
rade seine Tangente. Vgl. Fig. 2, 8. 3. 

= EL, 

1+x 

Die Kurve ist zum Koordinatenanfang symmetrisch und hat diesen 
sowie die Punkte r— +Y3, y=-+4Y3unde = - V3, y=--14Y3 
zu Wendepunkten. Alle drei Wendepunkte liegen auf der Geraden 


x—2y=0. Die x-Achse ist eine Asymptote der Kurve, die beiden 


anderen Asymptoten sind imaginär. Ein Maximum befindet sich an 
der Stelle x—= 1, y=1, ein Minimum an der Stelee= — 1l,y=—1. 


3 
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Der unendlich ferne Punkt der y-Achse ist ein isolierter Punkt. In den 
Intervallen -— o <z<—-Y3undO<xz<+Y3 kehrt die Kurve der 
positiven y-Achse die konvexe, in den Intervallen -Y3<x<0 
und + V3<.x< oo die konkave Seite zu. (Fig. 84.) 


‘ a 
3. Ve 


Die Kurve ist zum Koordinatenanfang symmetrisch. Die z-Achse 
und die Geraden = + 1 sind Asymptoten. Der Koordinatenanfang 
ist ein Wendepunkt, der unendlich ferne Punkt der y-Achse ein Doppel- 
punkt. In den Intervallen -o <xr <— 1 unddO<x<-+1 kehrt 

y 


Fig. 84. Fig. 85. 


die Kurve der positiven y-Achse die konkave, in den Intervallen 
-1<xz<Ound+1<xr<+ © die konvexe Seite zu. Vgl. Fig. 3, 8.6. 
1— x? 

Die Kurve ist zur y-Achse symmetrisch. Im Intervall —4Y3 
<x2<+4Y3 kehrt sie der positiven y-Achse die konvexe, in ihrem 
übrigen Verlauf die konkave Seite zu. Die Punkte = ++4Y3, 

— +4 sind Wendepunkte. Die Gerade y—= — 1 ist eine Asymptote, 
der unendlich ferne Punkt der y-Achse ein isolierter Punkt. Für 
&=0 wird y=1 ein Maximum. (Fig. 85). 


Die Kurve ist zur‘y-Achse sym- 
metrisch. Im Intervall -1<x<+]1 
kehrt sie der positiven y-Achse die 
konkave, in ihrem übrigen Verlauf die 
konvexe Seite zu. DieGeradenz = +1 ..----------- 
_ und y=— 1 sind Asymptoten, der un- 
endlich ferne Punkt der y-Achse ist 
| ein Doppelpunkt. Für <= Owirdy=1 
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' ein Minimum. (Fig. 86). 

17 1 Fig. 86. 

# UF @-N@-9d@-3i' 

F Die Geraden <= 1,2 =2, 2=3 und y=0 sind Asymptoten. 


In den Intervallen — oo n e< 1 und 2<xz<3 kehrt dıe Kurve der 
positiven %-Achse die konvexe, in den Intervallen 1<x=<2 und 
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3<x<-+ 00 die konkave Seite zu. Der unendlich ferne Punkt der 


y-Achse ist ein dreifacher Punkt. Die extremen Werte der Ordi- 
naten y gehören zu Abszissen x, die die Gleichung 32? — 122 +11=0 
erfüllen; für <=2 +4 Y3 = 2577 wird y= — 2,598 ein Maximum, 


für = 2 —4YV3= 1,423 wird y= 2,598 ein Minimum. (Fig. 87.) 
re Y-a’+l. | 


Die Kurve ist zur x-Achse symmetrisch. Oberhalb dieser Achse 
kehrt sie für -—1<x<O der positiven y-Achse die konvexe, für 
0<x<+ 00 die'konkave Seite zu; unterhalb der z-Achse. ist ihr 
BAR, Verhalten bezüglich Konvexität 
EA und Konkavität gerade umge- 
kehrt. Auf der y-Achse liegen 
drei Wendepunkte; für zwei 
ist hierbei y=-+ 1, und ihre 
Tangenten sind zur x-Achse 
parallel, der dritte liegt ım 


“4 


Wendetangente. (Fig. 88.) 

8. Man untersuche den 
Verlauf der zu verschiedenen 
Werten des Exponenten m ge- 
hörigen polytropischen (adiaba- 
tischen) Kurven pv"=c, wo- 
bei statt y und & die in der Wärmetheorie gebräuchlichen Buch- 
staben p und v benutzt sind. Es genügt, den Verlauf im ersten Qua- 
dranten zu betrachten. Dabei sollen alle Kurven durch einen und 
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Fig. 87. Fig. 88. 


denselben Punkt p,,v, gehen, so daß die Konstante c gleich 9, v,” ist. 


Vgl. Aufe. 23, 8. 161. 
Aus Cr _mm+Dp 


dv? v’ 


d’p 
dv? 
im ersten Quadranten mit dem Vorzeichen von 


m (m +1) übereinstimmt. Solange 


geht hervor, daß das Vorzeichen von 


ITEM. 


ist oder so lange O<m< © ist, kehrt die 
Kurve der positiven p- Achse die konkave Seite 
zu, für -—l<m<oO die konvexe Seite. Für 
m=— 1 erhält man die Gerade p=cv, für 
m = 0 die Gerade p = e, für m=1 eine gleich- 
seitige Hyperbel (Fig. 89). Falls m eine negative endliche Zahl ist, geht 
die Kurve durch den Koordinatenanfang, nicht aber bei positivem m. 


Fig. 89. 


Die den Werten m = «: ß und m = ß: « zugehörigen Kurven stehen im 


Unendlichen und hat die 
unendlich ferne Gerade zur 
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Fall c=1 in der einfachen Beziehung zu einander, daß die eine aus 
der anderen durch Spiegelung an der Geraden p=v hervorgeht. In 


. der mechanischen Wärmetheorie ist übrigens stets m > 1, daher 


d ' ! 
Er — — = <.0, d.h. der Druck nımmt mit wachsendem Volumen ab. 


3: year °. 
Die Kurve ist zur y-Achse symmetrisch. Im Intervall VD 
<2<-+4Y2 kehrt sie der positiven y-Achse die konvexe, in ihrem 


— 0,607 sind Wendepunkte, die Ordinate wird für £=0 ein Masi- 
mum y=1. Die x-Achse ist eine Asymptote. (Fig. 90.) 


übrigen Verlauf die konkave Seite zu. Die Punkex = +4Y2,y= 77 


10. Yy=%Xe. 


Für <> — 2 ist die Kurve konkav in Richtung der posi- 
tiven y-Achse, für © <— 2 konvex. Der Punktx = — 2, y= — 2:e? 


= — 0,271 ist ein Wendepunkt; fire = — 1 wird y= — 1:e = — 0,3568 


Yy 


Fig. 90. Fig. 91. Fig. 92. 


ein Minimum. Die x-Achse ist eine Asymptote. y 
(Fig. 91). 
11. y=%-lnz. 


Die Kurve verläuft nur im ersten und 
vierten Quadranten des Koordinatensystems und 
kehrt hierbei der positiven Richtung der y- Achse 1 
stets diekonkave Seitezu. Für x = 1: e = 0,568 01 
wird y=—1:e ein Minimum. Der Koordi- 
natenanfang ist ein Endpunkt der Kurve. 
(Fig. 92.) 
12. y-—. | 
Für 2>0 ist die Kurve konkav in Rich- Fig. 93. 
tung der positiven y-Achse, für  <0O konvex. 
Die Geraden «= 0 und y= 0 sind Asymptoten, fürrz—=1 wird y=e 
ein Minimum. (Fig. 93.) 
13. Die Höhe des Wasserspiegels in einem Kanal von kreis- 
förmigem Querprofil (Radius a) möge von der Höhe Null beginnend 


Br ar. 
A? 


RR RENT 
+3 ram 
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steigen. Man stelle das Anwachsen der Wassermenge y im Quer- 
profil graphisch dar (also nicht das Anwachsen der Höhe des Wasser-- 
spiegels), und zwar werde als unabhängige Veränderliche « der in 
Bogenmaß ausgedrückte Zentriwinkel genommen, der zu der den Stand 
des Wasserspiagels darstellenden Sehne gehört (Fig.94). Alsdann unter- 
suche man die Kurve, die die ANDENIS SE der Größe 9 von & dar 
stellt. 


Offenbar ist y = a (2 — sin ©). 

Für 2=0, +22, +4n,... verschwinden y und y', et aber 
y”, daher sind die zugehörigen Kurvenpunkte Wendapunkie mit wag- 
rechter Tangente und mit den Ordinaten 0, +a®z, + a?-2z, 
Außerdem erhält man Wendepunkte für 2=+7, +32, ..., und 
zwar ist bei ihnen die Steigung y=tg« — d?. (Fig. 95.) Natürlich 
kommen nur die Abszissen von = (0 bis <= 2x ın Betracht. Im 
Intervall O<x< x kehrt die Kurve der positiven y-Achse die kon- 
kave, im Intervall m <xz<2n die konvexe Seite zu. Vonx=2n 
bis &—= 4m ist der Verlauf gerade so wie von 2—(0 bis <= 2x, das 


os 
Pr} $ % ‘ 
un ZZ be 9 An En ET u 


Fig. 9. Fig. 95. 5 Fig. 9%. \ 


Kurvenstück ist nur verschoben und zwar in der Richtung der positiven 
x-Achse um 2x, in der Richtung der positiven y-Achse um x. Mit 
wachsendem x wächst % fortwährend, die Kurve hat daher keine 
Maxima oder Minima. Sie verläuft vollständig im ersten und. dritten 
Quadranten und ist zum Koordinatenanfang symmetrisch. 


EN BETTEN NER, EEE BETEN EEE 


a N 


14. Yy.= sin. LK. 


Die Kurve ist zur y-Achse symmetrisch und schneidet die x-Achse 
inz=+ka,wok=(,1,2,... ist. Die Abszissen der Maxima und 
Minima genügen der Gleichung t8g% —= — x; da die Wurzeln dieser 
Gleichung die Abszissen der Schhlttpunkte Has Kurve y-tgx mit 
der Geraden ı y=-—x oder der Kurve y=—tgx mit der Geraden 
y=x sind, befinden sich die Maxima und Minima an solchen ‚Stellen, 
für die & Swischen +(k+4r und +k+D)a, k=0,1,2,... ge- 
legen ist, und zwar erhält man die Maxima für k = 0, 2, AN . die 
Minima fürk=1,3,5,. (Fig. 96). Außerdem liegen Be Stellen 4 
sinilich auf der Kurios ers Ordnung Y(l+a)—at—=-0. Die 
Abszissen der Wendepunkte bestimmen sich aus «tg x—2; diese 


\ 
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Punkte liegen auf der Kurve x?y? = 4 (2? — y?), einer „Kohlenspitzen- 
kurve“, ebenso liegen sie auf der Kurve y= 2 cos 2. 


15, ER sin@ 


x 


Die Kurve ist symmetrisch zur y-Achse und schneidet die x-Achse 
nz=+kn,wok=1,2,3,...ist. Die Abszissen der Maxima und 
Minima von y sind die Wurzeln der 


Gleichung tg — x; die Punkte, i 

in denen y ein Maximum wird, | 

liegen oberhalb der x-Achse, die ) Er7 
Punkte, denen ein -Minimum von Fig. 97. 


y zugehört, unterhalb der x-Achse, 
die größte Ordinate y=1 gehört zu 2—=0 (Fig. 97). Alle diese un- 
endlich vielen Punkte, in denen y einen extremen Wert hat, liegen 


auf der Kurve vierter Ordnung „= Pre dagegen die unendlich 
vielen Wendepunkte auf der Kurve sechster Ordnung y’—= et 
Ä Br 
16. y— Bin 


Die Kurve ist zum Koordinatenanfang symmetrisch. Ihre Schnitt- 
punkte mit der z-Achse haben die Abszissen = + ca woek=0,1, 2;:., 


ist. Diese Punkte drängen sich daher in der Nähe des Koordinatenanfangs 


- — O© mehr und mehr zusammen, während die von O entferntesten, aber 


noch im Endlichen gelegenen Schnittpunkte die Abszissen 2 — + — 


2 


— +0,318 haben. Die Ordinaten y werden Maxima für = + are 


! 

| 
| 
{ | 4 
| N: 
? Y u. 
Br 
FE - 
EC | 
1 | 
% | Fig. 98. 


und'r = ,‚ Minima für x— 


2 2 2 
ART 9 Tan: MH BR 
k=0,1,2,..., und zwar liegen alle Maximalstellen auf der Geraden 
y=1, alle Minimalstellen auf der Geraden y= — 1. Diese extremen 
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Stellen sind also sämtlich in dem Intervall -— 2:2 <xr <+2:n zu- 
sammengedrängt, in dem die Kurve zwischen y„=+1I und y=-—1 un- 
endlich oft auf und ab schwankt. (Fig. 98.) Die Abszissen der Wende- 


punkte sind Wurzeln der Gleichung tg n — 2%; alle Wendepunkte 


liegen auf der Kurve vierter Ordnung 4a°’y? = 42? — y?. 
Be} 
17: y-xsin 


Die Kurve ist zur y-Achse symmetrisch. Für, die Schnittpunkte 
mit der x-Achse gilt das gleiche wie bei dem soeben betrachteten 
Beispiel. Sie sind aber jetzt die sämtlichen Wendepunkte der Kurve. 
Die Abszissen der Maxima und Minima von y sind die Wurzeln der 

42 
Ok + 1m’ 
wo entweder beidemale das obere oder beidemale das untere Vorzeichen 
zu stehen hat und k=1,2,3,... ist. Die Minimalstellen befinden 
sich in den zu ungeradem % gehörigen Intervallen, die Maxima in 
den Intervallen mit geradem k. Diese extremen Stellen sind also 


9 1 
Gleichung tg — = — ; diese Wurzeln liegen zwischen + „— und 
en — kn 


a i . 2 ‘2 N ; 
sämtlich zwischen = — — und 2 —=-+_— zusammengedrängt; die 


ferntesten Punkte mit extremen 
Werten der Ördinaten sind Minima 
und haben Abszissen, deren abso- 
lute Werte zwischen 1:x und 
2:3n gelegen sind. (Fig. 99.) 
Ruhe Alle diese Stellen liegen’ auf der 


„Kohlenspitzenkurve“ 2? — y?= x2?y?, die zwischen den Geradeny= +1 


und y=—1 verläuft. Die Gerade y = 1 ist zugleich eine Aapan 
dieser und der vorgelegten Kurve. 


18. Man zeige, daß die Kurve 


für 2=0 eine Unstetigkeit hat, indem y an dieser Stelle vom 
Wert f{-O)=b5b:d zum Wert f(+0)=0' springt. Hierbei be- 


deutet f(— 0) den Wert, den die Funktion y=f(x) für «=0 annimmt, 


wenn ‘man sich‘ der Abszisse 2£=0 von der Seite der negativen 
x-Achse her nähert; eine entsprechende Bedeutung hat f(+ 0). Ferner 
soll die trigonometrische Tangente des Winkels « bestimmt werden, 
den die in dem einen oder anderen der beiden vorerwähnten Punkte 
gezogene geometrische Tangente mit der positiven | Richtung der 
x-Achse einschließt. 


vom Koordinatenanfang 0 ent- 
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Ist & eine sehr kleine positive Zahl, die man schließlich nach 
Null streben läßt, so nimmt y für = — es den Wert 


1 
y=(b—.aes) { ÜER a, 
e® 


an, der sich für lim = 0 auf b:d reduziert. Die Annahme = +3 
1 


ergibt y=(asc+b): SR; = a) und Jiefert für ims=0 den Wert 
Null. 
Man findet 


1 
} a ac-+b) ce” 
Iwan os 
ce" +d alu + 3) 
Zur Bestimmung von tga’ für 2=0, y=b:d setze man 


— —=—t und lasse # nach + 00 streben, dann wird tga=a:d. 


Die Substitution = —-+t ergibt, wenn Z nach -+ oo konvergiert, für 


tg « im Punkt =y=0 den Wert Null. 
19. Man zeige, daß die Kurve 
1 

FR 2 + 

ce” +d 
für <= 0 unstetig ist, indem die Ordinate y von f— 0)=b:d nach 
 f(+0)=a:c springt. Ferner soll gezeigt werden, daß die Tangente 
in diesen beiden Punkten zur z-Achse parallel ist. 
Dieses Beispiel ist gerade so zu behandeln wie das vorhergehende. 
- Übrigens geht die Kurve im Fall ad—be=0 in die Gerade 
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Sachregister. 


Die Zahlen bezeichnen im allgemeinen die Seiten; nur wenn das Zeichen $ vor 


einer Zahl steht, bezieht sie 


Ableitung einer Summe von Funktionen 1, 
eines Produktes 1, 5, eines Quotienten 
1, 5, der Potenz 2, 5, $.1, einer Kon- 
stanten 2, ihre 'geom. Bedeutung bei 
Funktionen einer Veränderlichen 2, 4, 
Ableitung der Exponentialfunktion 6, 
82, des Logarithmus 7, $ 2, der hy- 
perbolischen Funktionen 7, der trigo- 
nometr. Funktionen $3, der zyklometr. 

Funktionen $ 3, eines Vektor 14, einer 
Funktion von einer Funktion 1, 2, 


oder totale Abl. 22, partielle 22, Abl. 
bei Funktionen einer Kompleran Ver- 


änderlichen 28, siehe auch Differential- 


quotient. 
Ablenkung eines Lichtstrabls durch ein 
Prisma ein Min. 131. 


Absolute Konvergenz: 75, Reziprokante 


43, Temperatur 34. 

Absoluter Betrag 75, 73, Nullpunkt der 
Temperatur 34. 

Abstand kleinster Abst zweier Geraden 
im Raum 139, kleinster oder größter 
Abst. eines Punktes von einem Kreis 
152, der Normale einer Ellipse vom 
Mittelpunkt der Kurve 123, 124. 

Abstecken eines Kreisbogens von der 
Tangente aus 92, 93, von der Sehne 
aus 93. 

Adiabatische Kurven 188, 
mungskreise 160—162. 


ihre Krüm- 


sich auf einen Paragraphen. 2) 


Archimedische Spirale 38, 53, als Fuß- 


‚punktkurve einer Kreisevolvente 64, 
ihre Polarsubnormale 70, ihre Doppel- 
punkte 102, 
punkte 169. 
Astroide 61, 172. 


‚107, 186—192. 
Ausgleichungsrechnung 143. 


von größter Tragfähigkeit 126, mit 


Basis: von Logarithmen 6. [127. 
B. ein Max. 130, 131. 


ı Bedingte Konvergenz 75. 


quellen 116. 
Bernoullische Zahlen 88. 
Berührung zweier Kurven 59— 61, B. 


153--156, Kriterien hierfür 153. 
| Beschleunigung eines Punktes 17, 113, 
beim Schubkurbelgetriebe 18—20, 111. 


Bienenzelle, ihre Oberfläche ein Min. 119, i | 
[120. 


Binomialreihe 88—92. > 
Blitzentladung 122. 
Böschungswinkel eines Kanals 128. 
Bogenelement 17. 


Alg:braische Kurven, Beispiele zur Dis- | Bogenlänge einer Kurve 16, der Evolute 


kussion 186—188. 

Alternierende Vorzeichen bei Reihen 75. 

» Ampere 113. 

Amplitude 2, bei Schwingungen eines 
Pendels 121, 122. 

Anallagmatische Kurven 179. 

Arbeit innere 34, äußere 34, eines elek- 
trischen Stromes 112, 113, der Mus- 
keln 118, 119. 

Arbeitsleistung von Zugtieren 136, 137, 
mittlere A. von Pferden 137. 


einer Kurve 155, der Evolute einer 


Ellipse 165, der gemeinen Zykloide165. 


| Bogenmaß eines Winkels 30, 31, 85. 


114, 181, 184, 

Brechungsindex 12, 33,.114, 185. 

Brennlinien 181, durch Reflexion 181, 
bei einer Parabel 182, bei einem Kreis 
182—184, durch Refraktion 181, bei 
einer Geraden 184, 185. 

Bunsensches Fettfleckphotometer 33. 


ihre Krümmungsmittel- 


' Balken von größter Druckfestigkeit 126, ; 
höhere Ableitungen $ 4, vollständige | | Hr 
| geringster Einsenkung bei Belastung 2, 
Batterie, Stromstärke einer galvanischen‘ 
Beleuchtung eines ebenen Flächenstücks 


116, Stelle der schwächsten B. auf | 
der 'Verbindungsstrecke zweier Licht- 


höherer Ordnung zwischen zwei Kurven 


Brechungsgesetz von-Snellius 11, 12, 33, 


Asymptoten ebener Kurven $ 16, S. 103— 


a 
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Diskussion von Kurven $ 20. 


AIRTETELT 


Sachregister. 


Cartesisches Blatt 99, 105. _ 

Cauchys Konvergenzkriterium 74, Form 
des Restes bei der Taylorschen und 
Maclaurinschen Reihe 76— 78, Cauchy- 
Riemannsche Gleichungen 28. 

Charakteristik. zweier benachbarten Flä- 
chen eines Systems von Flächen 171. 


Daniellsches Element 113. 

Definite Form 133, 143. 

Dehnungskurve zur Darstellung der Arbeit 
eines Muskels 118, 119. 

Dekrenent, Iogarithmisches D. 122. 

Determinante von Wronski 27. 

Diakaustik 181, einer geraden 184, 185. 

Dichtigkeit, größte D. des Wassers 109. 

Differential vollständiges oder totales 
22, 29, unvollständiges oder partielles 
22, höherer Ordnung 23, bei den Fun- 
danentallörnehn der sphärischen Tri- 
gonometrie 32. 

Differentialgleichung, Lösung einer D. 15, 

. 24, aus der Wärmetheorie 24, aus der 
Akustik 24, aus der Theorie schwin- 
gender Federn 24, von Laplace 26, ge- 
wisser Hyperbeln 43, Einführung einer 
neuen Veränderlichen in eine D. 40. 

Differentialinvariante von Schwarz 42,43. 

Differentialgquotient einer Summe von 
Funktionen 1, eines Produktes 1, 5, 
eines Quotienten 1, 5, der Potenz 2, 
5,$ 1, einer Konstanten 2, seine geom. 
Bedeutung bei Funktionen einer Ver- 
änderlichen 2, 4, Diffqu. der Exponen- 
tialfunktion 6, $ 2, des Logarithmus 
7, $ 2, der hyperbolischen Funktionen 
7, der trigonometr. Funktionen $ 3, 
der zyklometr. Funktionen $ 3, eines 


Vektors 14, einer Funktion von einer 


Funktion 1, 2, höhere Diffqu. $ 4, 
vollständiger oder totaler Diffqu. 22, 
partieller Diffgu. 22, bei Funktionen 
einer komplexen Veränderlichen 28, 
siehe auch Ableitung. 
Differentiation, logarithmische 7, 9, 21, 
gliedweise D. einer unendlichen Reihe 
[76, 87. 
Divergenz unendlicher Reihen 74. 
Doppelpunkt bei ebenen Kurven 74,8 15, 
8. 101—103, 182, 187. 


. Dreieck von größtem ’Flächeninhalt 108, 


145, 151, von kleinstem oder größtem 
Umfang 149, 150, Summe gewisser 
Flächenstücke beim Dreieck ein Max. 
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138, Summe der Quadrate der Seiten 
ein Max. oder Min. 151, Schwerpunkt 
eines D. 138. [188. 

Dreifacher Punkt bei Kurven 100, 102, 

Druck eines Punktes auf eine Kurve, 
wenn der Punkt gezwungen ist, auf 


der Kurve zu bleiben und auf ihn 
“ Kräfte wirken 57, 58. 


Druckfestigkeit, größte D. bei einem 
Balken 126. 
Dyn 113. 

Effekt 112, E. im äußeren. Stromkreis 


eines Ba rRnISchen Elementes ein Max. 
112, 113. 

Einsenkung, geringste E. eines belasteten 
Balkens 127. 

Kinsieuler bei ebenen Kurven 100. 

Eisenkern in einer Spule bei Wechsel- 
strommaschinen 129._ 

Elektromotorische Kraft, ihre Einheit 113. 

Elemente, Schaltung galvanischer E. 130, 
Effekt im äußeren Stromkreis eines 
galvanischen E. ein Max. 112, 113. 

blevationswinkel 180. 

Ellipse 38, 59, 60, 67, 97, 125, 128, 155, 
156, 157, 158, 169, 170, 177, ihre Tan- 
genten und Normalen 47, ihre Nor- 
malen 49, 51, Konstruktion ihrer Tan- 
genten 67, Länge ihrer Normalen 69, 
Abstand einer Ellipsennormale vom 
Mittelpunkt der Kurve ein Max. 123, 
124, kleinste oder größte Sehne einer 
E. 152, Fußpunktkurve einer E. 62, 63, 
vierpunktige Berührung einer E. mit 
einer Parabel 155, 156, vierpunktige 
Berührung mit einer. gleichseitigen 
Hyperbel 156, Krümmungskreise einer 
E. 156—158, Evolute einer E. 165, 
173, 185, Hüllkurve eines Systems von 

Ellipsoid 37, 54, 55. | E. 173. 

Endpunkt einer Kurve 189. 

Energie, innere 34. 

Entladung von Kondensatoren 122. 

Enveloppe siehe Hüllkurve und Hüll- 
fläche. 

Epizykloide, Eraluie einer E. 166, 167, 

Erg 113. _ [26. 

Eulers Satz über homogene Funktionen 

Evolute einer Kurve 155, der Parabel 
164, 165, der Ellipse 165, 173, der 
gemeinen Zykloide 165, 166, der Epi- 
zykloiden 166, 167, der  logarith- 
mischen Spirale 167, 168, einer EI- 
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lipse oder Hyperbel als Diakaustik 
einer Geraden 185, E. als Hüllkurve 
der Normalen einer Kurve 174, 175. 
Evolvente 155, 175, eines Kreises 175. 
Exponentialfunktion, ihre Ableitung 6, 
8, $ 2, ihre Reihenentwicklung 80. 
Extreme Werte einer Funktion siehe 
Maxima und Minima. 
Exzentrisches Schubkurbelgetriebe 19. 


Fallen einer Kurve im Gegensatz zum 
Steigen 2. 

Fehler, absoluter 50, relativer 30, pro- 
zentualer 30. 

Fehlerabschätzung, Fehlerbestimmung 29 
—32, bei der Taylorschen und bei 
der Maclaurinschen Reihe 78, bei der 
Reihe zur Berechnung der Logarith- 
men 81, 82, bei der Sinusreihe 83. 

Fehlerquadrate, ihre Summe ein Min. 

142, 144. [147. 
Fenster von größtem Flächeninhalt 146, 

Fettfleckphotometer 33. 

Flachpunkt 96. 

Fluß, seine Geschwindigkeit in ver- 
schiedenen Tiefen 117. [F. 133. 

Form, definite F. 133, 143, semidefinite 

Funktion, gerade F. 6, 21, ungerade 
F. 6, hyperbolische F. 7, Ableitung 
der trigonom. Funktionen $3, Ab- 
leitung der zyklom. Funktionen $ 3, 
‚Ableitung bei Funktionen von Funk- 
tionen 1, 22, homogene F, 26, unent- 
wickelte oder implizite F. $ 6, die 
zwei ersten Ableitungen bei unent- 
wickelten Funktionen 36, Funktionen 
eines Parameters 36, inverse F. 42. 

Funktionaldeterminante 39, 56. 

Fußpunktkurve $ 10, ihre Gleichung 61, 


62, F. einer Ellipse 62, 63, 102, einer 


Hyperbel 62, 63, 102, eines Kreises 
63, einer Kreisevolvente64, einer Sinus- 
spirale 64, 65, Konstruktion der Nor- 
malen einer F. 177, zweite und höhere 
F. 65, negative Fußpunktkurve 175, 
176, negative F. einer Geraden 176, 
neg. F. eines Kreises 177, neg. F. 
einer Parabel 177, 


Galvanische Elemente, ihre Schaltung 
130, 131, Effekt im äußeren Strom- 
kreis eines galvanischen Elementes 
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Gaskonstante 34, 161. 

Gay-Lussacsehes Gesetz 34, 35. 

Gerade als Fußpunktkurve einer Parabel 
63, Hüllkurven verschiedener Systeme 
von Geraden 172—179, Koordinaten 
einer Geraden 178, Brennlinie durch 
Refraktion bei einer G. 184, 185. - 

Geradenpaar als Hüllkurve eines Systems 
‚von Kreisen 172, Kurve zweiter Ord- 
nung zerfallend in ein G. 102. 

Geschwindigkeit eines Punktes 17, beim 
Schubkurbelgetriebe 17—20, 111, in 
verschiedenen Tiefen eines Flusses 117. 

Gewicht, spezifisches G. eines Körpers 32. 

Gleichgewicht von Kräften 55, 56, 135. 

Gleichmäßige Konvergenz 75. 

Gleichung, mehrfache Wurzeln von Glei- 
chungen 21, Sturmsches Theorem für 
Gleichungen 20, G. ohne reelle Wurzeln 
21. 

Grliedweise Differentiation einer unend- 
lichen Reihe 76. 

Gratlinie einer Hüllfäche 171. 

Grebe, Punkt von G. beim Dreieck 139. 

Grenzmaxima u. Grenzminima 151—153. 

Grenzparabel als Hüllkurve von Wurf- 
parabeln 180. [170, 171. 

Grenzpunkte bei Systemen von Kurven 

Grenzwert bei Ausdrücken von unbe- 
stimmter Form 72, 95, 96. 


Hoauptsatz, erster H. der mechanischen 
Wärmetheorie 35. 

Hessesche Kurve 97, 
Blattes 99. 

Höhere Differentialquotienten $ 4. 

Homogene Funktionen, Satz von Euler 
über homogene Funktionen 26, homo- 
gene Gleichung ‚einer Kurve und 
ihrer Tangenten 46. 

Hüllfläche eines Systems von Flächen 


des Cartesischen 


$ 19, eines Systems von Kugeln 186.. 


Hüllkurve eines Systems ebener Kurven 
$ 19, gewisser Systeme von Kreisen 
172, 179, gewisser Systeme von Ge- 


. raden 172—179, 181, der Normalen 


einer Kurve 174, eines Systems von 
Ellipsen 173, der Leitlinien und der 


Scheiteltangenten gewisser Parabeln 


.181. [129. 
Hydraulische Tiefe, mittlere hydr. Tiefe 
Hydrostatische Wage 32. 


ein Max. 112, 113, Stromstärke einer | Hyperbel, 38, 177, Länge ihrer Normalen 


galv. Batterie ein Max. 130, 131. 


\ 


69, ihre Fußpunktkurve 63, ihre Evo- 
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lute 185, gleichseitige H. 59, 60, 188, | Konvergenzkriterium von Cauchy 74. 


- Bubtangente der gleichs. H. 66, Länge 


der Normalen der gleichs. H. 69, 


Fußpunktkurve der gleichs. H. 62, 

vierpunktige Berührung zwischen einer 

Ellipse und einer gleichs. H. 156, 

Krümmungsradius der gleichs. H. 160. 
Hyperbolische Funktionen 7. 
Hyperbolische Spirale 106. 
Hypergeometrische Reihe 87. 
Hypotenusensumme zweier rechtwink- 
"ligen Dreiecke ein Min. 128. 


Innere Arbeit 34, Energie 34. 

Intensität der Beleuchtung eines ebenen 
Flächenstücks 116. 

Inverse Funktion 42. [101, 187. 

Isolierter Punkt bei ebenen Kurven 100, 


Kalorie 34. 

Kanal, Querprofil eines K. von kleinstem 
Reibungswiderstand 128, 129, An- 
wachsen der Wässermenge im, Quer- 
profil eines K. 190. 

Kanalfläche 186. [Kreises 63. 

Kardioide als Fußpunktkurve eines 

Kasten von größtem Volumen 109, 146. 

Katakaustik 181, bei einer Parabel 182, 
bei einem Kreis 182—184. 

Kaustik 181. 

Kegel von größtem Volumen 127. 

Kegelschnitte, konfokale K. 52, 59, 60, 


Asymptoten der K. 106, siehe auch 


Ellipse, Hyperbel, Parabel. 
Kettenlinie, 
genten 48, 49, ein gewisses Minimum 
bei der K. 123, ihre Normalen 160, 
ihre Krümmungsradien 160, 
struktion ihrer Krümmungskreise 160. 


Kleinste Quadrate, Methode der kl. Qu. 


Knallgasvoltameter 113. [142, 143. 
Knotenpunkt bei ebenen Kurven 100. 
Kohlenspitzenkurve 191, 192. 

Konchoide des Nikomedes 70, 71, Kon- 
struktion ihrer Normalen 71, ihre 
Polarsubnormalen 71. _ 

Kondensator, Entladung eines K. 122. 

Konkavität und Konvezxität $ 14, 97—99, 


186—192, Kriterien für Konk. und 


Konv. 96, 97. 
Konstante, ihre Ableitung 2. 
Kontingenzwinkel 154. 


Konstruktion inrer Tan-ı 


Kon- | 


Koordinaten einer Geraden 178. 

Kosinus, Difterentiation des K. 9, Reihe 
für den K. 80, hyperbolischer 7, Reihe 
für den byperbolischen K. 80. 

Kosten, geringste K. einer Wasserleitung 
110, geringste K. für Transporte nach 
einer Zentralstelle 134—136. 

Kotangente, Differentiation der K. 9, 
Reihe für die K. 88. 

Kraft, mechanische Definition der K. 
113, Einheit der elektromotorischen 
Kraft 113. 

Kräfte, Gleichgewicht von K., die auf 
einen Punkt wirken, während dieser 
gezwungen ist, auf einer Kurve oder 
auf einer Fläche zu bleiben, 55, 56. 

Kreis 59—61, K. als Fußpunktkurve 63, 
seine Fußpunktkurve 63, angenäherte 
Rektifikation des K. 73, Vergleichung 
von Bogen und Sehne eines K. bei 
gleichem Zentriwinkel 84, seine Evol- 
vente 175, kleinster oder größter Ab- 
stand eines Punktes von einem K. 
152, Hüllkurve gewisser Systeme von 
K. 172, 179, Brennlinie durch Re- 
flexion bei einem K. 182—184, vier- 
punktige Berührung zwischen K. und 
Parabel 155. 

Kreisevolvente 175, ihre Fußpunktkurve 
64. [18. 
Kreuzkopf beim Schubkurbelgetriebe 17, - 
Krümmung einer ebenen Kurve, ihre 

Definition 154. 

Krümmungskreis, Elemente des K. 153, 
154, Elemente des K. bei schiefwink- 
ligen Koordinaten 164, K. der Sinus- 
kurve 159, der Zissoide 159, 160, der 
Sinusspiralen 164, Konstruktion der 
K. für die Seheitel einer Ellipse 156, 
für gewisse Punkte einer Ellipse 157, 
bei der Kettenlinie 160, bei den adia- 
batischen oder polytropischen Kurven 
160—162, siehe auch Krümmungs- 
mittelpunkt und Krümmungsradius. 

 Krümmungsmittelpunkte der logarith- 
mischen Spirale für ihre Schnittpunkte 


mit einer beliebigen Kurve 168, 169, 
der Archimedischen Spirale 169, siehe 
auch Krümmungskreis u. Krümmungs- 
radius. 


Konvergenz unendlicher Reihen 74—78, | Krümmungsradius 44, 96, 153, 154, 162, 


85—91, 94, 95, unbedingte K. 75, 78, 
bedingte K. 75, gleichmäßige K. 75. 


163, Max. oder Min. d. K. 162, K. 
eines beliebigen Ellıpsenpunktes 158, 
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bei der gleichseitigen Hiperbel 160, | 
bei der Kettenlinie 160, bei den Sinus- 
spiralen 163, bei der Lemniskate 163, 
bei der gemeinen Zykloide 166, bei 
der logarithmischen Spirale 168, Mi- 
nimum des K. bei der logarithmischen 
Linie 159, siehe auch Krümmungs- 
kreis und Krümmungsmittelpunkt. 

Kubische Parabel 3. 

Kürzester Abstand zweier Geraden im 
Raum 139, 140, eines Punktes von 
einem Kreis 152. 

Kugel, Hüllfläche eines Systems von 
Kugeln 186. | 

Kurbel, Kurbellänge, Kurbelzapfen beim 
Schubkurbelgetriebe 17, 18. 

‘ Kurve zweiter "Ordnung, Bedingung für 
ihr Zerfallen in ein Geradenpaar 102. 

"Kurvendiskussion $ 20, bei algehraischen | 
Kurven 186—188, bei transzendenten 
Kurven 189—193. 


Lagrange, seine Form des Restes bei 
der Taylorschen Reihe 76—78, bei der 
Maclaurinschen Reihe 77, 78. 

Laplace, Differentialgleichung von L. 26. 

Leibniz, Theorem von L. 16, Leibnizsche 
Reihe 93. 

- Leitlinien, Hüllkurve der L. gewisser. 
Parabeln 181. 

Leitung, geringste Menge von Leitungs- 
material bei elektrischen Leitungen- 
147, 148. 

Lemniskate, Konstruktion ihrer Tan- 
genten und Normalen 54, als Fuß-| 
punktkurve einer gleichseitigen Hy-| 
perbel 62, Max. und Min. ihrer Ordi- | 
naten 125, 126, ihr Krümmungsradius 
163. 

Lemoine, Punkt von L. beim Dreieck 139. 

Lichistrahl, seine Ablenkung beim Durch- 
gang durch ein Prisma ein Min. 131, 
seine Ablenkung beimDurchgang dureh. | 
einen Regentropfon ein Min. 148, 149. 

Linienkoordinaten 178. 

Logarithnmische Differentiation 7, 9, 21. 

Logarithmische Linie 8, ihr Krümmungs- ' 
radius ein Min. 159. 

Logarithmische Spirale 39. 54, Tangenten | 
und Normalen von einem festen Punkt 
an eine log. Sp. 51, ihre Polarnormale 
70, 168, ihre Evolute 167, 168, ihre 
Krümmungsradien 168, ihre Krüm- 
mungsmittelpunkte in den Schnitt- 


I 


| Methode der kleinsten Quadrate 142, 143. 


' Neilsche Parabel, ihre bien 66, 


 Nikomedes, Konchoide des N. 


punkten mit einer beliebigen Kurve 
168,1.469..) 70% a 
Logarithmisches Dekrement 122. 
Logarithmus, seine Ableitung 7, 8, g 2, 
Modul der gewöhnlichen L. 81, Kerken 
entwicklung des L. 81, 82. 


Maclaurin, Satz u. Reihe von M.77—79. 
Mariotte-Gay-Lussacsches Gesetz 34, 35. 
Maschek, Formel von M. 137. 
Maxima und Minima bei Funktionen 
von einer Veränderlichen 96, 107— 
132, $ 17, Kriterien für Max. u. Min. 
bei Funktionen von einer Veränder- 
lichen 107, bei unentwickelten Funk- 
tionen 125, bei Funktionen v. mehreren 
Veränderlichen ohne Nebenbedin- 
gungen 132—144, ihre Bestimmung bei 
solchen Funktionen 132, 133, Max. u. 
Min. bei Funktionen von mehreren 
Veränderlichen mit Nebenbedingungen 
144— 151, ihre Bestimmung bei solchen 
Funktionen 144, 145, Beispiele für 
Max. und Min. bei ebenen Kurven 
186 —192. 
Mechanische Wärmetheorie 35, 161, 188, 
189, erster Hauptsatz der mech. Wärme, 
theorie 35. 


Minima siehe Maxima und Minima. 
Minimumstellung eines Prismas 132. 
Mittlere hydraulische Tiefe 129, Arbeits- 
leistung von Pferden 137. | 
Modul der gewöhnlichen Toganthulere 81. 
Natürliche Logarithmen, ihre Berech- 
nung 80, 831. 
Nebeneinandersch ae AR, Ele- 
mente 130. 
' Nebenregenbogen 149. | 
Negative Fußpunktkurve 175, 176, einer 
Geraden 176, eines Kreises 177, einer 
Parabel 177. 


ihre Fußpunktkurve 177, Neilsche Pa- 4 
rabel als Evolute einer gewöhnlichen 
Parabel 165. | 
70, 71, 
Konstruktion ihrer Normalen 7 1, ihre 
Polarsubnormalen 71. 5 
Normale, ihre Gleichung bei enden = 
Kurven 44, $8, ihr Winkel mit der 
positiven Richtung der x-Achse 45, 
ihre Gleichung bei ebenen Kurven und 


schiefwinkligen Koordinaten 49, 50, | 
ihre Gleichung bei Flächen 46, ihre | 
Richtungskosinus bei Flächen 46, N. 
bei der Ellipse 47, 51, 69, ihre Kon- 
struktion bei der Parabel 67, N. der 
Sinuskurve ö1, der logarithmischen | 
Spirale 51, der Kettenlinie 160, des, 
Ellipsoids 54, 55, ihre Konstruktion 
bei den Sinusspiralen 54, bei der Kon- 
choide des Nikomedes 77, bei Fuß- 
punktkurven gegebener Kurven 177, 
Länge der N. 65, $ 11, Länge der N.| 
bei Ellipse und Hyperbel 69, bei der 
gleichseitigen Hyperbel 69, bei der 
gemeinen Zykloide 166, Abstand der 
N. einer Ellipse vom Kurvenmittel- 
punkt ein Max. 123, 124, Hüllkurve | 
der N, einer Kurve 174. - | 
_Normalgleichungen in der Methode der 
kleinsten Quadrate 143. 
Nullpunkt, absoluter‘ N. der Tempera- 
tur 34. 


Öffnung eines Stromkreises 122. 
Ohm 113, 147. | 
Ohmsches Gesetz 112, 129. | 
Oskulationskreis siehe Krümmungskreis. 
 Öszillierendes Schubkurbelgetriebe 20, 
OR re | 


Tarabe) 3, 4, 59, 60, 67, 
ihrer Mangenten 49, ihrer Normalen 67, 
konfokale Parabeln 52, Subtangente 
der P. 66, Subnormale der P. 67, ihre | 
Fußpunktkurve 62, 63, P. als negative | 
Fußpunktkurve einer Geraden 176, vier- 
punktige Berührung zwischen P. und 
Zykloide 155, zwischen P. und Kreis 
155, zwischen P. und Ellipse 155, 156, 
Evolute der P. 164, 165, P. als Hüll- 
kurve von Kreisen 172, als Hüllkurve | 
von Geraden 172, 174, Hüllkurven der 
Leitlinien und Scheiteltangenten ge- 
wisser Parabeln 181, Katakaustik einer 
P. 182, Auftreten der P. bei Messung 
der Geschwindigkeit eines Flusses in 
verschiedenen Tiefen 117, kubische 
P. 3, siehe auch Neilsche Parabel. 
Parallelkurve zu einer Kurve 53,177—179. 
 Parallelschaltung galvanischer Elemente 
180.7 % | 
Parameter, Funktionen eines P. 36, 162. 
Partielle Ableitung, partieller Differen- 
een DAN 


! 
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Pascalsche Schneckenlinie 64. 

Pendel, Schwingungsdauer eines mathe- 
matischen P. 32,33, seine Amplituden 
bei Schwingungen im widerstehenden 
Medium 121, 122. 

Pferde, ihre mittlere Arbeitsleistung 137. 

Photometer 33. 

Pleuelstangebeim Schubkurbelgetriebe17. 


| Polarkoordinaten‘2, 39—41,Wendepunkte 


bei Kurven, deren Gleichungen: in. P. 
vorliegen 99, Elemente d. Krümmungs- 
kreises im gleichen Fall 154. 

Polarnormale 66, bei der logarithmischen 
Spirale 70, 168, bei.den Sinusspiralen 
163. 

Polarsubnormale 66, bei der Archime- 
dischen Spirale 70, bei der Konchoide 
des Nikomedes 71. _ 

Polarsubtangente 66, Beziehungen zwi- 
schen den P. bei verschiedenen Kurven 


' Polartangente 66. [70. 

| Polarwinkel 2. 

Polytropische Kurven 188, ihre Krüm- 
mungskreise 160— 162. 

Potential, logarithmisches 25, Newton- 


sches 25. 
Potenz, ibre Ableitung 2, 5, $1. 
Potenzreihe 75. 
Prisma, Ablenkung eines Lichtstrahls 
durch ein P. ein Minimum 131, Mini- 
mumstellung des P. 132. 


Ableitungen eines P. 16. 
Profuradius 129. 


Quadrate, Methode der. kleinsten Qu. 
142, 143, Summe der Qu. der Seiten 
eines Dreiecks ein Max. oder Min. 151. 

Querprofil, Anwachsen der Wassermenge 
im Qu. eines Kanals 190. 

Quotient, seine Ableitung 1, 5.. 


Radiusvektor 2, Winkel zwischen R. und 
Tangente 46. 

Rechtflach von größtem Volumen 137, 
138, 145. 

Rechtwinkliger Schnitt zweier Kurven 
59—61. [33. 

Reduktionsfaktor einer Tangentenbussole 


ı Reflexion siehe Brennlinie durch Re- 


flexion. - 

Refraktion siehe Brennlinie durch Re- 
fraktion. 

Regenbogen 149. 
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Regentropfen, Minimum der Ablenkung 
eines Lichtstrahls durch einen R. 148, 
149. 

Reibungswiderstand, kleinster R. bei 
einem Kanal 128. 

Reihe von Taylor 76—78, von Maclaurin 
77—78, unendliche R. 8 13, Konver- 
genz und Divergenz der R. 74—76, 
R. mit alternierenden Vorzeichen 75, 
gliedweise Differentiation der R. 76, 
R. mit komplexen Gliedern 78, Reihe 
für die Exponentialfunktion 80, für 


Sinus und Kosinus 80, für Tangente: 


und Kotangente 87, 88, für den hyper- 
bolischen Kosinus und Sinus 80, f. d. 
Logarithmus 80, 81, für log sin x 82, 
83, für log cosx 83, für (1 + x)" 8s8— 
92, für arctgx 93, Leibnizsche R. 
93, R. zur Berechnung der Zahl x 94, 
für arc sin x 94, hypergeometrische 
R. 87. [22. 

Reihenfolge partieller Differentiationen 

Rektifikation, angenäherte R. eines Kreis- 
bogens 73. 

Restformen von Cauchy u. von Lagrange 
bei der Taylorschen Reihe 76—78, von 
Cauchy und von Lagrange bei der 
Maclaurinschen Reihe 77—78. 

Restgiüied der Reihe für n(1+x), für 
sin(& + h), der Binomialreihe 89—91, 
der Reihe für arctgx 93, der Reihe 
für are sin 95. 

Reziprokante 43. 

Richtung der Tangenten und Normalen 
einer Kurve 45, 46, der Normalen einer 
Fläche 46. 

Richtungskonstante 2. 

Riemann, Cauchy-Riemannsche Glei- 
chungen 28. 

Rotationsparaboloid als Hüllläche von 
Wurfparabeln 180, 181. 

Rückkehrkante einer Hüllfläche 171. 

Rückkehrpunkt bei ebenen Kuren 100, 
101, 186. 


Schaltung galvanischer Elemente 130, 
131. 

Scheinbare Verschiebung eines Punktes 
durch Strahlenbrechung 185. 

Scheitel einer Kurve 154, Konstruktion 
der Krümmungskreise für die Sch. 
einer Ellipse 156.. 

Scheiteltangenten, Hüllkurve der Sch. ge- 
wisser Parabeln 181. 


DR ERUIGE 


Schiefe Ebene, Ziehen eines Körpers über 
eine sch. E. 122, 123. 

Schließung eines Stromkreises 122. 

Schneckenlinie von Pascal 64. [59.- 

Schnitt zweier ebenen Kurven $ 9, 8.58, 

Schubkurbelgetriebe, Geschwindigkeit b. 
Sch. 17—19, 111, Beschleunigung beim 
Sch. 18—20, 111, exzentrisches Sch. 
19, oszillierendes Sch. 20, 112. 

Schubstange beim Schubkurbelgetriebe 
17, 18, fıs1. 

Schuß, direkter und indirekter Sch. 180, 

Schwarzsche Differentialinvarıante 42,43. 

Schwingungsdauer eines mathematischen 
Pendels 32, 33. 

Sehne, kleinste oder größte 'S. einer 
Ellipse 152. 

Selbstinduktion 10. 

Semidefinite Form. 133. 

Siemens-Einheit 113. 

Stilbervoltameter 113. 

Singuläre Punkte bei ebenen Kurven $15. 

Sinus, Differentiation des S.9, Reihe für 
den S. 80, hyperbolischer 8. 7, Reihe 
für den hyperbolischen 8. 80. 

Sinuskurve, Fußpunkte der von einem 
Punkt nach einer S. gezogenen Nor- 
malen und Berührungspunkte der von 
einem Punkt gezogenen Tangenten 51, 
Wendepunkte der S. 97, Krümmungs- 
kreise der $. 159. 

Sinusspiralen 54, Konstruktion ihrer Tan- 
genten und Normalen 54, ihre Fuß- 
punktkurven 64, 65, ihre Polarnormalen 
163, ihre Krümmungsradien 163, ihre 
Krümmungskreise 164. 

Snelliussches Brechungsgesetz 11, 
114, 181, 184. 

Spezifisches Gewicht eines Körpers 32, 
spezifische Wärme 35, kleinste sp. 
Wärme des Wassers 110. 

Sphärische Trigonometrie, ihre Funda- 
mentalformeln 32. 

Spirale, Archimedische 38, 53, Arch. Sp. 
als Fußpunktkurve einer Kreisevolvente 
64, Polarsubnormalen der Arch. Sp. 70, 
ihre Doppelpunkte 102, Krümmurgs- 
mittelpunkte der Arch. Sp. für ihre 
Schnittpunkte mit einer durch ihren 
Pol gezogenen Geraden 169, logarith- 
mische Sp. 39, 54, Polarnormalen der 
log. Sp. 70,168, von einem gegebenen 
Punkt an eine log. Sp. gezogene Tan- 
genten und Normalen 51, 70, Evolute 


\ 


38, 


Spitze bei ebenen Kurven 100, 183. 


Stromstärke, ihre Änderung bei einem 


Sachregister. 


der log. Sp. 167, 168, Krümmungs- | 
radien der log. Sp. 168, Krümmungs- 
mittelpunkte der log. Sp. für ihre 
Schnittpunkte mit einer beliebigen 
Kurve 168, 169, hyperbolische Sp. 106. 


Spule mit Selbstinduktion 10, mit einem 
Eisenkern bei Wechselstrommaschinen 
129. 

Steigung einer Kurve oder Kurventan- 
gente 2, 8, 10, 37. 

Strahlenbrechung, scheinbare Verschie- 

2 bung eines Punktes durch S. 185. 

Straßenbau, geringste Kosten beim 8. 115. 

Stromkreis, Effekt im S. eines galva- 
nischen Elementes ein Max. 112, 113, 
seine Schließung und Öffnung 122. 


Wechselstrom unter Rücksicht auf 
Selbstinduktion 10, Messung der 8. 
mit Hilfe der Tangentenbussole 33, 
maximale S. eines Wechselstroms 112, 
maximale S. einer galvanischen Bat- 
terie 130, 131. 

Sturmsches Theorem bei Gleichungen | 
n'" Grades 20. 

Subnormale $ 11, der Parabel 67, der 
Exponentialkurve 67, Beziehungen 

zwischen den S. bei verschiedenen 
Kurven 68. 

Subtangente $ 11, der Parabel 66, der 
Neilschen Parabel 66, der gleichsei- 
tigen Hyperbel 66, der Ellipse 67, Be- 
ziehungen zwischen den S. bei ver- 
schiedenen Kurven 68. 

Summe, Ableitung einer S. von Funk- 
tionen 1, S. der Quadrate der Seiten 
eines Dreiecks ein Max. oder Min. 151. 

Symmediane beim Dreieck 139. 

Symmetrie bei ebenen Kurven 186—-192. 

System, Hüllkurve eines S. ebener Kurven 
$ 19, gewisse S. von Kreisen und ihre 
Hüllkurven 172, 179, gewisse S. von 
Geraden u. ihre Hüllkurven 172—177, 
gewisse S. von Ellipsen und ihre Hüll- 
kurven 173, Hüllfläche eines S. von 

Flächen $ 19, Hüllfläche eines 8. von 

| 


Kugeln 186. 


Tangente, Winkel der T. eines Kurven- 
punktes mit der positiven Richtung 
der x-Achse 2, 45, Winkel zwischen 
T. und Radiusvektor 46, Gleichung 
der T. bei ebenen Kurven $ 8, S. 44, | 
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ihre Gleichung bei schiefwinkligen 

Koordinaten 49, 50, Konstruktion der 
Tangenten einer Ellipse 67, 68, einer 
Parabel 48, einer Kettenlinie 48, 49, 
einer Sinusspirale 54, einer Lemnis- 
kate 54, Gleichung der T. einer Ellipse 
47, einer Parabel 48, 49, Tangenten 
der Sinuskurve 51, der logarithmischen 
Spirale 51, 54, Tangenten in einem 
Doppelpunkt einer Kurve 100, 101, 
Länge der T. $ 11, Differentiation der 
Funktion T. 9, Reihe für diese Funk- 
tion 87, 88. 

Tangentenbussole 33. 

Tangenienebene einer Fläche 46, eines 
Ellipsoids 55. 

Taylor, Satz und Reihe von T. 76—79. 

Telegraphenleitung zwischen zwei Orten 
114,134, Verbindung galvanischer Ele- 
mente für eine T. 130. 

Temperatur, absolute 34. 

Tensor 14. 

Tiefe eines Kanals von kleinstem Rei- 
bungswiderstand 128, 129, mittlere 
hydraulische Tiefe 129. 

Totaler Differentialquotient 22. 

Totlage beim Schubkurbelgetriebe 19. 

Tourenzahl beim Schubkurbelgetriebe 18. 
126. [136. 

Transportkosten, kleinste T. 111, 134— 

Transzendente Kurven, Beispiele zur Dis- 
kussion 189—193. 

Trigonometrie, Fundamentalformeln der 
sphärischen T. 32. s 

Trigonometrische Funktionen, ihre Diffe- 
rentiation $ 3, ihre Reihenentwick- 
lungen 80, 88. 


Unbedingte Konvergenz 75. 

Unbestimmte Gestalt von Ausdrücken $12, 
S. 95, 96. 

Unendliche Reihen $ 13, ihre Konvergenz 
und Divergenz 74—76, aus komplexen 
Gliedern bestehend 78, gliedweise Dif- 
ferentiation bei unendl. Reihen 76, 
siehe auch Reihe. 

Unstetigkeit bei Kurven 192, 193. 


Vektor 13, seine Ableitung 14. 

Verschiebung, scheinbare V. eines Punktes 
durch Strahlenbrechung 185. 

Vieleck, sein Flächeninhalt ein Max. oder 
Min. 150. 
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Viereck von größtem Flächeninhalt 133,| chungen von Kurven in Polarkoondi- 


146. 

Vierpunktige Berührung zwischen Parabel 
‘und Zykloide 155, zwischen Parabel 
und Kreis 155, zwischen Parabel und 
Ellipse 155, 156, zwischen Ellipse und 
gleichseitiger Hyperbel 156. 

Vollständiger Differentialquotient 22, voll- 
ständ. Differential 29. 

Volt 113. 

Volt- Ampere 113. 


Wälzungswinkel bei der Zykloide 47. 

Wärme, spezifische W. 35, kleinste spe- 
zifische W. des Wassers 110, spez. W. 
bei konstantem Druck oder bei kon- 
stantem Volumen 35, 161. 

Wärmeleitung, Differentialgleichung der 
W. 24. 

Wärmetheorie, mechanische W. 35, 161, 
188, 189, erster Hauptsatz der mecha- 
nischen W. 35. 

Wage, hydrostatische 32. 

Wasser, Temperatur des W. von größter 
Dichtigkeit 109, von kleinster spezi- 
üscher Wärme 110. 

Wasserleitung, geringste Kosten einer 
W. 110. 


Wassermenge, ihr Anwachsen im Quer- 


profil eines Kanals 190. 
Watt 113. 
Wechselstrom, 

Rücksicht auf die Selbstinduktion 10, 

seine maximale Stromstärke 112. 
»Wechselstrommaschine, Spule mit Eisen- 

kern bei einer W. 129. 

Weglänge, kürzeste W. 114, 134. 

Wendepunkte einer ebenen Kurve $ 14, 
S. 96—99, 186—192, ihre Bestimmung 
96, 97, nes Bestimmung bei Glei- 


seine Änderung unter | 


naten 99.. 

Widerstand, Einheit des W. bei. einem 
elektrischen Strom 113. % 
Winkel zwischen einer Tangente odent , 
Normale einer Kurve und der posi- 
tiven Richtung der x-Achse 2, 45, 46, 
zwischen einer Flächennormale und 
den Koordinatenachsen 46, zwischen 
Tangente und Radiusvektor eines Kur- 
venpunktes 46, W., unter dem sich 
zwei Kurven schneiden $ 9, 8. 58—61, 

Bogenmaß eines W. 30, 31. 
Wronskische Determinante 27. ! 
Wurfparabel 180, Hüllkurve von Wurf- 

parabeln 180, 181. R 


Zahlen, Zerlegung von Z. unter gewissen _ 
Bedingungen 140, 141. 

Zentralstelle, Transport nach ‚einer 2. 
134—136. | 

Zerlegung von Zahlen unter gewissen 
Bedingungen 140, 141. 

Ziehen eines Körpers über eine schiefe 
Ebene 122, 123. 

Zissoide als Fußpunktkurve einer Pa- 
rabel 62, 63, Krümmungskreis bei der 
Z. 159, 160. [11129 

Zugangsfront bei gewissen Transporten _ 

Zugtiere, ihre tägliche Arbeitsleistung 

136, 137. E 

Zykloide 38, 47, 98, vierpunktige Be- 
rührung einer Z. mit einer Parabel 
155, Länge der Normalen und der 
Krümmungsradien der gemeinen Z, 
166, Evolute der gemeinen Z. 165, 166, 
Bogenlänge der gemeinen Z. 165. 

Zyklometrische Funktionen, ihre Diffe- 
rentiation $ 3, Reihenentwicklung von 
arctgx 93, von arcsinz 94. 
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